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КОЛЛЕКЦИЯ ГОЛОВОЛОМОК

Escort the Lady Лифт-26

СКОЛЬЗЯЩИЕПЛАШКИ

Знаменитая игра • 15», которой уже более 100 лет, продолжает свою жизнь в головоломках, созданных

в наше время. Изобретатели додумались размещатьвнутри коробочки с фишками препятствия разного
рода, которые затрудняют путь к решению головоломки. Сегодня мы рассказываем о игрушках-
головоломках, придуманных в Японии и России.

В японской головоломке «Lady» 11 фишек размещены в коробочке 3x4 клетки. В дно коробочки
ставлены четыре штифта, высотой в половину толщины фишки, которые снаружи не видны. В фишках

>v имеются пазы, обозначенные на рисунке пунктиром. Фишку можно перемещать через поле со

^м, только если у фишки есть паз соответствующего направления. Задача — переместить фишку
\ к выходу из коробочки. Остальные фишки должны вернуться в исходное положение.

'очалов придумал двухэтажную игру со скользящими плашками. Мы расскажем о двух ее

ои игре — «Лифт-9» — в коробочке 2 3 в два этажа расположены 9 фишек: 4 желтых,

1>ч розовая, с фронтальным скосом. Все фишки могут свободно перемещаться по

-ивать со второго этажа на первый. Подниматься на второй этаж фишки могут
¦1ки 9 при движении от фронта (Ф) к тылу (Т). Требуется за наименьшее число

ые и коричневые фишки с сохранением порядка их нумерации. Лучшее

~»иант игры — «Лифт-26» с двумя фишками-лифтами, по-разному
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Новая Земля и Новое Небо
(страшная фантазия на физические темы)

А.СТАСЕНКО

НЕКТО,
движимый любо-

любовью к Человечеству,
предложил увеличить

площадь поверхности Земли

в сто раз, «выкачивая» нару-

наружу ее внутренности. Чем не

благородный проект: какое

кардинальное решение тгрри

торнальпых споров, сколько новых

дач, огородов и садовых участков1 А
сколько еще дополнительных пре-

прелестей: путешествия внутри полой обо-

оболочки почти без затрат энергии, дале-

далекие прыжки в высоту и длину из-за

уменьшения силы тяготения на по-

поверхности!
Но всякий новый проект, тем более

глобальный, требуетколичественных
оценок затрат н последствий. При-

Приступим.

Прежде всего оценим размеры Но-

Новой Земли (радиус ft, толщину обо-

оболочки 6 ). Согласно предложению, ее

площадь поверхности 5
= 4nR* долж-

должна в сто раз превосходить площадь

современной Земли Sc =* 4п/У, откуда
R2 = 100/3!, R - 10/%,. Значит, внут-
внутренний радиус Новой Земли будет
Я-6. Лалес, и:* закона сохранения
массы найдем

=|я(/?3 - К*

Первыедва слагаемые в скобках вза-

взаимно уничтожились, а последними

двумя мы пренебрегли, так как они

содержат квадрат н куб малой вели-

величины ~ искомой толщины оболочки.
Мы пока что предполагаем, что она

мала, азатем нс.юбудсмэтопроьернтъ.
Мы также предполагаем, что плот-

плотность материала Земли однородна но

объему и не изменяется в процессе

преобразований. поэтому напсе сразу
же сократили обе части равенства.

Итак.

тг"Щ7г) "зооо1
чтодействительно можно считать ма-

малой величиной Таким образом, со

Исказал Сидящий на престоле:се. теорю
все новое...

И увидел я новое небо и новую землю:

ибо прежнее небо и прежняя земля

миновали...

Откровение Се. Иоанна Богослова

(Апокалипсис)

гласно предлагаемому проекту, вся

массаЗемлн должнаоказаться внутри
оченьтонкогослоя (толщиной поряд-
порядка 20 км), т.е. все элементыэтой массы

будут почти на одном и том же рассто-

расстоянии R от ее центра.

Начнем свычисленияработы, кото

руюиадозатратить, чтобы «растащить
встороны» (наэторасстояниенорядкд
R) всю массу современной Зем чи

Поскольку задачасферически сим-
симметрична, рассмотрим прежде всего

элсмешгарныйслойрадиусомгнтолщи
ной dr внутри современной Земли

(рисунока). Разужмызаннтсресова-
лнсь этим слоем, значит, наружные

слоиужеудаленынатребуемое расстоя-
расстояние. А как известно, они не создают

никакого поля внутри (комуизвестно
- теггужемолодец.актоэтогонелнает,
небеда — онможет, например,открыть

Приложение к журналу «Квант»

.N? 4 /1995 н заглянуть в статью <Как

завиент^отглубнны?»). Выделенный
намислон (заштрихованныйна рисун-
рисунке), когда его уже переместят на рас-

расстояние г' от центра, будет притяги-
притягиваться толькооставшенгя внутренней
массойт(г)сснлой. которая, согласно

законувсемирноготяготенияНьютона,

равна

-° ГД
г

Чтобы его переместить cnicдальше на

расстояние dr', нужно совершить ра-
работу

а на всем пути от г до R эта работа,
естественно, будет равна интегралу

к

Здесьуместнообратить вни-
внимание наещеодноважноесвой-

свойство ноля тяготения. На рисун-
рисунке а траектория некоторой час

ти элементарногослоя изобра-
изображена в виде кривой линии со

стрелками на ней. Ее можно

нарисовать еще кривее, вооб-

вообще какой угодно от этого работа по

перемещению не изменится,
— лишь

бы только были неизменными началь-

начальное и конечное расстояния от притяги-

притягивающего центра (в данном случае от

внутренней массы m(r)). Это важное
свойство силового поля тяготения на-

называется потенциальностью.

Все эти рассуждения годятся только

для любого элементарного (заштри-
(заштрихованного) слоя. Еслитеперь снимать
с самого начала слой за слоем, нужно
найденную работу еще проинтегриро-
проинтегрировать по г от 0 до Rq :

|
Считая современную Землюоднород-
однородным шаром, т.е. ее плотность р0 оди-
одинаковой по всемуобъему н неизменной

в процессе преобразований (амы ведь
так и предполагали еще прн вычисле-
вычислении толщины), запишем

т{г) = ~ , dm =

так что

Л=С-лро-4про

где М = ^ярс^? ~ полная масса

Земли,

Осталось вычислить. Но прежде

упростим формулу, связав массу и

радиус Земли в единый комплекс,

равный ускорению свободного паде-

падения дщ~

GM
_л

Тогда

-Gm(r)rfm(r)l ¦^•-—I. ц0 может быть, вы не знаете массы
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Земли, а пол рукой нетсправочника?
Тоже не беда. Все помнят, чему равны

Я, (9-8 м/с3 ) и Rq F400 км), н если вы

еще вдруг вспомните значение кон-

константы G F,6 -1001 м:1/{с7 ¦ кг)), то из

формулы для ?о легко найдете массу
Земли: М" 6-10м кг.(Когда-тонмсн-
но так Кавендиш «взвесил» Землю,
предварительно определив (первымО
константу С в знаменитом опыте с

крутильными весами.)

Итак, все готоводля вычислений, и

мынаходим, чтодля реализации про-
проекта создания Новой Земли попхбует-
ся минимальная работа

Л «2-10м Дж.

Если учесть, что в настоящее время

потребление энергии всем человечест-

человечеством составляет величину порядка

10лДж/год, легко оценить, сколько

лет понадобилось бы для реализации
этого «благодетельного» проекта!

I \у хорошо, пусть Новая Земля соз-

создана. Но каково жить на ней?

Прежде всего, на ее поверхности

ускорение свободного падения будет в

~~\Шъ Раз отличаться от

современного значения. Востолько же

раз тела станут легче, и востолько же

раз дальше полетит камень, брошен-
брошенный с прежней скоростью подтем же

углом к горизонту. Математический

маятник будет колебаться в -jg^/g =

10 раз медленнее, а внутри Повой

Земли вообще не будет колебаться.

Космические скорости изменятся в

ш П? я
1

я \_

создается только гой частью массы,

которая находится внутри поверхнос
3

Внутри Новой Земли, какужесказа-

сказано, можно путешествовать без затрат

энергии так как там тяготения нет

(р3 0), следовательно, для перемеще-
перемещения междулюбыми двумя точками не

нужно совершать работы. Или, как

сказал бы физик, все пространство

внутри шаровогослоя является экви-

эквипотенциальным: ф
~const при г < R

- 6. Посмотрите внимательно на ри-

рисунки б н в н сравните графики функ-
функций д[г) н ф(г), нарисованные для

современной Земли и Новой Земли

соответственно.

Но интересно знать, какую работу
надо совершить, чтобы выбраться из-

изнутри наружу?
Поместимсферическую поверхность

радиусом г внутрь этого слоя (см. рис

а, где справа показан увеличенный
кусок слоя). На этой поверхности, как

мы уже знаем, ускорение тяготения

предположении постоянства темпера-

температуры по высоте у (изотермнчность
ти н равна 4 я(г:1 - {R - Ь)\о, так что атмосферы, Г=const) плотность Зсм-

3 . лиизменяется по закону

Этафункция изображена на рисунке в

(между точками г» R-8 н г=Ю.
Чтобы найти работу At по извлече-

извлечению тела массой 1 кг из полости нару-
наружу, надо взять интеграл от д(г) в

пределах от Ft - б до R, Сделайтеэто
сами. Мы жеоценим Л,, заменив ^(г)
иа.ггом ннтервалелинейнойфункцией
изменяюидейся от 0 внутри до д

=

() снаружи:

>~И>'Дж/кг.

Эта работа по-другому называется

разностью потенциалов между внут-
внутренней и внешней поверхностями.
Она обозначена через Дф на рисунке

в(внизу).
Но как дышать на этой планете?

Пусть масса атмосферы осталась

тоже неизменной. Оценим ее для со-

современной Земли. Известно, что в

Современная
Земля

где т — масса «молекулы воздуха»-, k
— постоянная Больцмана Заметим,
что в числителе показателя экспонен-

экспоненты стоит фактически разность потен-

потенциалов на высоте у и на поверхности

Земли (где у -О).

Если положим "У^У* = 1. то мы

найдем ту характерную высоту ат-

атмосферы, на которой плотность со-

составляет! /е частьот поверхностной,
т.е. приблизительно втрое меньше. Эта
высота численно равна

уЛ =—-8 км.

Тогда массу атмосферы можно оце-

оценить как

М,~4к/&г.р{^Ь5.1018 кг.

I la 11овой Землеэтаатмосфера рас-

распределится равномерно внутри шаро-
шарового слоя (так как там между любыми

точками разность потенциалов равна

нулю), а над поверхностью она по-

R-b

Кусок/

А
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прежнему будет спадать с высотой

экспоненциально, только теперь ха-

характерная высота ее будет в д0/д = 100

раз больше, т.е. будет составлять

10* км,что всееще мало посравненню

с радиусом Новой Земли И = 10/^, -
«6-10* км.

Отношение значений плотности

внутри и снаружи равно

где Ах — найденная выше удельная
работа по перемещению 1 кг массы

изнутри наружу. Оценим показатель

степени:

^-1.2-Ю-1.
Поскольку он оказывается малым,

можноечкггать чтозначения плотнос-

плотности внутри Новой Землн н на ее

поверхности почти одинаковы.

Итак, запишем условие сохранения
массы атмосферы:

(так как второе слагаемое в скобках

много меньшеединицы. то можно счи-

считать, что почти вся атмосфера собра-
собралась внутри), откуда

р+ «р-«-??•-« 5-ИГ* кг/и1.

Пожалуй» трудно будет дышать в та-

такой атмосфере как внутри, так и на

поверхности новой планеты.

Кроме того, шаровой слой Новой
Землн будет неустойчив; любое во:*

мущеиио АВ (рисунок а, слепа) его

формы будет расти со временем, пос-

поскольку нет восстанавливающей силы,

так что придется постоянно заботиться

о поддержания его целостности.

Но и это еще не вес. А с какой

угловой скоростью будет вращаться
Новая Земля? Есть в механикетакой

закон — закон сохранения момента

импульса1. Его легко записать для

двух состояний, аналогично закону

сохранения импульса под
= mv, заме-

нив линейные скорости на угловые, а

массы — на так называемые моменты

инерции.

Вообще говоря, моменты инерции

для однородного шара и сферического
слоя известны: \mRq и \м№ со-

ответственно. Но нам для оценок ко-

коэффициенты в этих выражениях не

столь важны. Поэтому запишем (мас-

(массу сразу сократим)

откуда нонме суткн будутбольше сов

ременных в

Омоменте импульса можно прочитатье

статье IS. Сурдина *Тайха утренней э«ез

йы* л iKxattme» Мб .из 1995*. (Прим-рсд.)

Таким обрачом. семидневная «неде-

«неделя» на Новой Земле будет больше
года. Сколько же придется ждать суб-
субботы и воскресенья! Это уж никуда ис

годится. Поэтому нужнос величайшей

осторожностью подходить ко всяким

глобальным перестройкам, используя
однако, анализ их возможных пос-

последствий для углубленного изучения
законовфи шки.

ИНФОРМАЦИЯ

Турнир юных физиков

С 4 по 11 июня 1995 года в спортивном
комплексебли^ебольшого городка Cruuia

в Польше проходил VIII Международный

турнирюных фнвнков. Б турнире приняли

участие команды Белоруссии, Венгрии
Германии, Грузни, Нидерландов, Поль-
Польши, России. Словакии, Узбекистана. Ук-

Украины, Финляндии Чехии; причем Гер-
Германия, Польша н Россия выставили по две

команды- Россию лрелстаьляли команда

СУНЦ МГУ, занявшая первое место в

Российском турнире юныхфизикой, и коман-

команда г. Новгорода, занявшая там второеместо.
Как н в прошлом году, участие российских
команд в международном конкурсе окаэа

лось возможным благодаря спонсорской
поддержкеФондаДж. Сороса. На турнире
в Спала присутствовали также наблюдате-

наблюдатели из Израиля. Латвии. Литвы, Словении
и Шлейки.

Победителем турнира стала сборная
команда Германии. Второе место раздели-

разделили команды Чехии н Венгрии. Третье место
было присуждено шести командам — Гру-
Грузии. Белоруссии. Словакии. Нидерландов.
Польши (Лсгиица) н Польши (Варшава).
Российские команды как никогда, показа-

показали плохне результаты, заняв 13 и 14 места

и обогнав лишь команду Финляндии. В

индивидуальном зачете лишь на 7 м месте

2 Кошт Mr I

оказался нашлучшийучастник - Стеиашко

Александр, единственный одиннадцатик-

одиннадцатиклассник среди десятиклассниковобеих рог-
синеких команд. Такой состав команд, от-

отсутствие преемственности н языковая про-

проблема наших участников (недостаточное
владение английским языком) несомненно

отрицательно сказались на результатах

турнира.

Следующий IX Международный ГЮФ
пройдет в Грузин. (На нем тоже будут
представлены лне лучшие команды, побс-

днвшнев Российском турнире ) Междуна-

Международный оргкомитет утвердил задачи пред-
предстоящего турнира и рекомендои&л исполь-

использовать их для проведения национальных

турниров.
К моменту выхода этого номера журнала

ужепрошел (вдекабре 1995 г.) Московский

ТЮФ на котором были использованы

первые 8 задач Международного турнира.
Российский ТЮФ намечено провести с 1С

по 15 марта 1996 г. в г. Новгороде Великом
Заявки на участие в Российском ТЮФ

принимаются до 10 февраля 1996 г. Учас

тннкн турнира будут оплачивать только

прямые расходы, включая прожипанис
питание н. но желанию, культурную про-

программу. Для получения дополнительной

информации и присылки заявок сообщаем

координаты ОргкомитетаТЮФ.

Адрес: 121357 Москва. Кременчугская
ул., д.11, кафедра фнэккн СУНЦ МГУ;

тел: 445-5306; факс: 445-4Ш; адресжк-

тронной почты: loN@Kchool.phys.fnsu.su

Задачи Российского и
Международного"ПОФ-96

1. Придумайс*н. Самостоятельно сфор
м тируйте и решите задачу, связанную с

проблемой озоновых дыр.
2. Комокбумаги. Скомкайтепроизволь-

произвольно в кулаке лист пнечей бумаги (А4)

Форму получиишегося комка можно при-

приближенно считать шарообразной. Сделав
много подобных комков н измерив их

средние диаметры, можно построить гис-

гистограмму распределения диаметров. Пос-

Постарайтесь объяснить получившийся ре
у1ьтэт. Произвсднтсболсетонкнеисследо-

исследования яапнгнмосгн среднегодиаметра ком-

комка от существенных по Вашему мнению

параметров.

3. Велогонка.Два очень сильных и

«совершенно одинаковых* спортсмена по

иpot ноэам специалистов должны были по-

побелить в шоссейной велогонке на 100 км с

одинаковым временем. Но, увы, один из

них пришел к финишу позже. Как потом

выяснилось, к ободу заднего колеса его

велосипеда злоумышленники прикрепили

гайку массой 5 г. На сколько, по Вашему
мнению, отстал пострадавший?

4. Самоформированне кучки. Гори
эоитальная жесткая пластина колеблется

(Продолжение см. на с. 44)
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Динамические игры
простого поиска

А.ЧХАРТИШВИЛИ, Е.ШИКИН

Введение

Даже весьма отвлеченные математи-

математические задачи часто имеютлегко рас-

распознаваемые н хорошо прослеживае-

прослеживаемые бытовые корпи. Питающей сре-
средой для этих задач оказываются обсто-

обстоятельства, зачастую от математики

довольнодалекие.

Задачи поиска и обнаружения, о

которых далее н пойдет речь, состав-

составляют один нз подобных классов.

Вряд лн стоит подробно говорить о
том, какое место занимают в нашей

жнзнн проблемы поиска. Тем более.
что указатьсколь нибудьточно, когда

именноэти задачи начали привлекать
внимание людей, практически невоз-

невозможно.

Читателю совсем нетрудно предста-
представить себе первобытного человека, на-

настороженно перемещающегося по пе-

пещере с горящим факелом в руке: ведь

ему совершенно необходимо, чтобы

будущее жилище было свободно от

опасных обитателей — хищных зверей
н ядовитых растений, змей и пауков. И

потому он обязан, если они оказались

здесь раньше, обнаружить их и, най-

найдя, уничтожить.

Впрочем, можно рассмотреть н и

известном смысле более цивилизован-
цивилизованное обращение этой пещерной ситуа-
ситуации — динамическуюигру «Принцесса
н чудовище», в которой чудовище всле-

вслепую ищет принцессу втемном помеще-

помещении. Помещение имеет произвольную

форму, которая, однако, известнаобо

нм участникам игры (можетбыть, из-

за маленьких пропускающих свет от-

отверстий высоко в стенах). Чудовище,
которое предполагается в высокой сте-

степени интеллектуальным, движется с

известной скоростью, причем так, что

направление движения может менять-

меняться мгновенно. Принцессе разрешена
полная свобода перемещения. Поимка

происходит, если расстояние между

принцессой н чудовищем становится
меньше заданной величины.

А вот еще одна задача. Представим
себестаринный замок, построенный в

живописном лесу*. Чтобы враги не

смогли тайком подобраться к замку,
2*

вокруг него на некотором расстоянии

по распоряжению его владельца, бо-

богатого и знатного герцога, проложена
охранная тропа, которуюдолжны пат-

патрулировать верхом верные рыцари

(рис.1). Герцогу нужно решить: сколь-

сколько рыцарей необходимо выделить в

патрульный отряд с тем, чтобы вра-
вражеский лазутчик не смог пересечь тро-

тропу незамеченным. Несколько позже

мы сможем дать ответ на этот вопрос.

Рис. I

Объекты, участвующие в поисковой

задаче, преследуютразные цели; одни

ищут, другиелибо прячутся, либостре-
стремятся уклониться. Мыбудем рассмат-
рассматривать задачи, в которых поиск ведет

один объект — ищущий, количествоже

искомых объектов можетбыть, вообще

говоря, любым. В зависимости от того,
как ведут себя эти искомые объекты,

различаются задачи поиска неподвиж-
неподвижных объектов и задачи поиска объек-

объектов, изменяющих свое местоположе-

местоположение. В последнем случае наибольший

интерес представляют задачи, в кото-

которых искомыеобъекты стремятся избе-

избежать обнаружения активно н потому

строят свою стратегию с учетом полу-
получаемых сведений о перемещении ищу-
ищущего объекта.

Поисковыемножества* т.е. множе-

множества, на которых проводится поиск,

могут иметьсамую разную структуру.
Одним из простейших поисковых мно-

множеств является бесконечный круглый
цилиндр, на котором ибудут происхо-
происходить вдальнейшем основныесобытия.

Предлагаемый геометрический пол-

ход к решению задач поиска основан

на использовании вспомогательных

множеств, форма н расположение ко-

которых изменяется во времени. Описа-

Описание природы их возникновения и вы-

вычленения полезных свойств удобно
начать со случая, когда объекты пере-
перемещаются но плоскости.

Постановка задачи
простого поиска
наплоскости
Рассмотрим на плоскости два точеч-

точечных объектаЛ иВ, способных переме-
перемещаться по ней с постоянными скорос-

скоростями аир соответственно ( а > р ) и
в остальном обладающих полной сво-

свободой поведения. Будем считать, что

объектВобнаруженобъектомА, если
в некоторый момент времени расстоя-

расстояние между этими объектами оказыва-

оказывается не больше заданного положи-

положительного числа /. Назовем объект А

ищущим аобъектД — уклоняющимся

Информированность объектов.
Будемсчитать, что поисковое множес-

множество н параметры а C и / известны

обоим объектам. Уклоняющемуся объ-

объекту В кроме того заранее известна

траектория ищущегообъектаА н поло-

положение последнего на ней в каждый

моментвремени. ИщущемуобъектуА,
напротив, о местоположении объекта

В ничего не известно до самого мо-

момента возможной понмкн.

Движениеобъекта с постоянной ска-

скалярной скоростью принято называть

простым движением'.

Ищущий объект А как бы несет на

себе круг радиусом I, постоянно иахо

'См.. ManjmiMejf. киихкуЛ.А-
и Г. В. Томского чЧерез игртл ктёорчеап

» изданнуюе Новосибирске* t$9t году
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лясь в его центре (рнс-2). Попадание
уклоняющегося объекта В в этот

l-круг обнаружения означает для

Рис. 2

ищущего объекта А успешное завер-
завершение поиска (обнаружение). Ясно,
что объект А стремится обнаружить
объект В, который, в свою очередь

стремится обнаружения избежать.
Запретные множества. Пока объ-

объект А стоит на месте, запретным для

объекта В множеством является I-

круг обнаружения. Стоит, однако,

объекту А начать движение (со ско-

скоростью а ) „ как запретноедля объекта

?множествосразу же начнетувеличи-
увеличиваться в размерах. Покажем, как это

будет происходить.
ПустьобъектА движется по прямой

L. Тогда в каждый момент времени

вблизи прямой L по направленню

движения объекта А возникает мно-

множество, в котором объект В находить-
находиться не должен под угрозой неизбеж-
неизбежного обнаружения при последующем

поступательном перемещенииобъекта

А вдоль этой прямой. Проведем соот-

соответствующие построения считая для

определенности, что началудвижения
объекта А отвечает момент времени

*о= 0. Возьмем некоторое число t,

подчиненное условию 0 < t < //р. и

построим круг радиусом / - р/. с цент

ром At на прямой /„, отстоящим от

начального положения Aq на рассто-
расстояние a.t no направлению движения

объекта^ (рис.3). Нетрудно видеть,

что если объект В находится в этом

круге, то через время, равное t (когда

Рис.3

объект А переместится из точки Aq в

точку At), он окажется в /-круге обна-
обнаружения.
Предложенное рассуждение спра-

справедливо для любого t от 0 до //р-
Поэтому каждый из получающих при
этом кругов (они как бы выстроены

вдоль прямой L по убыванию радиу-
радиусов в сторону движения объекта А)

к к л и г - i 9 9 6 / ** 1

является запретным для объекта В.

Запретным является и нх объеди-
объединение, представляющее собой часть

плоскости, заключеннуюмеждудугой

окружности (о с радиусом / н двумя

отрезками касательных кзгой окруж-
окружности, проведенных из точки на пря-
прямой L. которая удалена от центра

окружности на расстояние а//0
(риг.4).

убывающими раднусамн (считая от

радиуса /круга обнаружения). На-
Назовем :»то множество остаточной
областью. О* мстим, что остаточная

область приобретает вид, изображен-
изображенный на рисунке 6, через промежуток

времени, равный //р после начала

движения объекта А.

Рис 6

Объединение остаточной н упреж-
упреждающей областей назовем следящей
обчастью (рнс.7).

Рис.4

Иаэоксм это объединение упреж-

упреждающей областью. Угол к, который

образуют с прямой L радиусы, прове-
проведенные из центра окружности to в

топки касания, определяется нз соот-

соотношения

Рис. 7

а

а Покажите, чти если иб1*чт И и

данный моченi ирсчетш находится инеуиреж

лаюшейоблзкгти. то. лпигаясг.™з1дуг.1ом X к

Траектории L объекта А. или, чтх> го же самое,

Рис. 5
>

примолИ1н*вному участку

границы >ч реждапшен «области пи сможет

Существует еще одно множество, в

котором объектВ не может находить

ся. Это область, кула объект В не

успевает попасть на данный момент

времени после ухода ищущегообъекта

А вместе с /кругом обнаружения. Ее

структура вполне аналогична струк-

структуре упреждающей области: как н

упреждающая область, она является

объединением кругов с центрами на

траектории объекта А и равномерно

Свойства следящей области (тра-
(траектория ищущего объекта А —

пря-
прямая):

I) длина отрезка, высекаемого на

траектории следящей областью, равна

2) формаследящей области не зави-

зависит пи от направления движения объ-

объекта А. ни от рассматриваемого момен-

момента времени I > //р,
3) прямаяL — ось симметрии, а

центрЛ /кругаобнаружения — центр

симметрии следящей области.

Вернемся к задаче о патрулирова-
патрулировании рыцарями охралной тропы.
Будем считать» что скорости пере-

перемещения рыцарей одинаковы и рав-

равны а, а максимальная скорость

пытающегося пробраться к замку
злоумышленника (для этого ему до-
достаточно пергсечь тропу) равна р,

причем р < а Булем также считать,

что каждый рыцарь способен опоз-

опознать наличие лазутчика, если пос-

последний оказывается на расстоянии /

от него.

Когда рыцари скачут по тропе, с

каждым из них связана переменная

следящая область, определяемая чис-

числами а, Р, J к траекторией — охран-
охранной тропой, длина которой равна L.
Следящая область ьысекает из траек-
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РиС. в

тории движения отрезок длиной 1^.

Поэтому для охраны замка от не-

неприятельского лазутчика необходимо
такое число /v' рыцари, которое удов-
удовлетворяет условию

(см. рис.8, где N = 3).

Поиск на поверхности
бесконечного цилиндра

Под бесконечным цилиндром мы бу-
будем понимать множество точек про-

пространства равноудаленных отданной

прямой — оси цилиндра. Плоскость,
перпендикулярная оси цилиндра, пе-

пересекает егопо направляющей окруж-
окружности. Радиус этой окружности не за-

зависит от выбора секущей плоскости и

называется радиусом цилиндра Плос-

Плоскость, содержащая ось цилиндра, пе-

пересекаетего подвум прямым
—

прямо
линейным образующим цилиндра.

Пусть С — бесконечный цилиндр
радиусом г. Возьмем на плоскости

бесконечную полосу П (часть плоскос-

плоскости, ограниченную двумя параллель-
параллельными прямыми) шириной 2яг. Ясно,

что полосу П можно наложить иа

цщиндр Стак чтобы определяющие
ее параллельные прямые совпали од-

одна с другой и с- прямолинейной обра-

образующей цилиндра. Обратно, разрезав
цилиндр С вдоль прямолинейной об-

образующей н затем развернув его на

плоскость, мы полупим полосу шири-
шириной 2кг (рис.9).
Механическая интерпретация.

Предположим, что цилиндр, одна из

прямолинейных образующих и одна

из направляющих окружностей кото-

которого закрашены несохнущей краской,
катится по плоскости без проскальзы-
проскальзывания прямолинейно и равномерно.
После каждого полного оборота ци-

цилиндра вокругоси выделенная прямо-
прямолинейная образующая будет оставлять
иа плоскости след в виде прямой: при
этом расстояниемежду соседними пря-

прямыми будет равно длине 2тсг направ

Рис. 10

ляющей окружности. Сдел отмечен-

отмеченной направляющей окружности так-

также будет прямолинейным (рис. 10).
Проделывая обратную процедуру,

можно скатать плоскость в цилиндр

(рис. II). Полезно проследить за тем,

Рас. и

во что при этом перейдут прямые на

плоскости.

В зависимости от угла с направле-
направлением скатывания эти прямые можно

разбить на три класса:

1) прямые, параллельные направ-
направлению ск&тыиания (каждая из них

наматывается на некоторую направ-

направляющую окружность цилиндра
(рис. 12»,

Рис. 12
г1

Рис. 9 Рис. 13
шиш

2) прямые,перпендикулярные на-

направлению скатывания (каждая нзннх

переходит ь прямолинейнуюобразую-
образующую цилиндра (рис. 13)),
3) прямые,образующие с направле-

направлением скатывания острые углы (каж-

(каждая нз них переходит в кривую на

цилиндре, называемую винтовой ли
идеи (рис.14)).

РИС 14

Интересно разобраться в том, как

будет выглядеть вннтоная линия на

плоской развертке цилиндра.

Пусть Г — винтоваялиния на цилин-

цилиндре С. Разрежем цилиндр по прямо-
прямолинейной образующей и развернем на

плоскость. На полученной в результа-

результате ралвертке винтовая линия будет
выглядетьтак, как показано на рисуи-

ке!5.

Рис. /5

Направляющиеокружности, прямо-
прямолинейные образующие н винтовые

линии набесконечном цилиндре прел*
стаьляют собой аналог прямых иа

плоскости. Как и прямые, они облада-
обладают свойством быть кратчайшими меж-
между любыми двумя своими точками.

Правда в данном случае эти точки

должны быть достаточно близкими.

Линии с такимн свойствами принято
называтьгеодезическими.

Выпустим из произвольной точки

цилиндра С всевозможные геодези-

геодезические и отложим на них от этой точки

отрезки длинами / < пг. Объединение
исех полученных таким образом от-

отрезков называется геодезическим кру
омрадиу ом I (рис. 16)

Р*К. 16

3 I наш J
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Формулировка задачи поиска для

цилиндра малочемотличается отфор-
формулировки плоской поисковой зада-

задачи. Дваточечных объекта — ингушииИ

иуклоняющийсяВ — перемещаются по

цилиндру Срадиусом гс постоянными

скалярными скоростями а и Э соот-

соответственно, а > р. ОбъектВ считается

обнаруженным, если в некоторый мо-

момент времени он попадает в геодези-

геодезический круг радиусом / с центром в

точке А.

Предположим, что в начальный

момент времени объектВ расположен
на цилиндре С достаточно далеко от

объекта^, причем последнему извест-

известно, в какой половине цилиндраобъект

В находится.

Покажем, что при определенных

условиях на параметрызадачисущес-

существует винтовая линия, при перемеще-
перемещении по которой ищущий объект Л не-

непременно обнаружит уклоняющийся
объектй.
Нетрудно видеть, что при движении

объекта А по винтовой линии на ци-

цилиндре также возникает следящая

область, рассматриваемая здесь как

объединение геодезических кругов.

При развертке цилиндра на плоскость

винтовая линия переходит в прямую,
геодезический круг

- вобычныйкруг
а следящей области на плоской раз-

развертке будетсоответствоватьобычная
следящая область (рис. 17).

Рис.17

Исследуем. как булст меняться ситу-

ситуация в зависимости от выбора угла
наклона н траектории перемещения
объсктаИ и направляющей окружнос-
окружности при условии, что параметры задачи
связаны неравенством

ad < пгр.

Пусть сначала объектЛ леремеща

ется по направляющей окружности
цилиндра. Тогда следящая область

будет содержать запретный для объ-

объекта В цилиндрический пояс ненуле-
ненулевой ширины (рис 18,д) При движе-

движении объекта А по винтовой линии с

небольшим углом наклона запретная

область будет по-прежнему охваты

ватъ цилиндр, а упреждающая н оста-

остаточная области будут налегать одна

на другую (рис.18,б). Так будет до

тех пор. пока упреждающая и оста-

остаточная области не коснутся (это каса-

касание обеспечивается 3-м свойством

следящей области для прямой на

плоскости). Легко вычислить (см.

рнс 18,д), что касание произойдет в

тот момент, когда угол наклона вин-

винтовой линии к направляющей окруж-
окружности станет равным

где

При дальнейшем увеличении угла vfl

Рис 18
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ситуация резко изменяется
- следя-

следящая область уже не будет содержать

запретного цилиндрического пояса

(рис.18,* и д). На рисунке 18,?объект
А движется по прямолинейной образу-
образующей цилиндра.
Придвижении объектаЛ по геодезн

ческой на цнлиндре следящая область

(как и в случаедвижения с постоянной

скоростью по прямой на плоскости)

своей формы не изменяет. Поэтому,
двигаясь по винтовой линии Го под

углом v0 к направляющей окружнос-
окружности, объект А не позволяет объекту В
проскочить па другую половину ци-

цилиндра н в случае, когда проекция

скорости объектаИ иа ось цилиндраС

превышает скоростьобъекта В,

CtSMlV0>P,

догоняетобъектВ

Последнее неравенстволегко преоб-
преобразуется к следующему виду:

или

Таким образом, при условии (*)
обнаружение возможно и реализуется

при щ-ремещеиик объектаА по виито

вой линии Ги, пересекающей направ-
направляющую окружность цилиндра под

УГЛОМ V<>.

Рис. 19

Замечание. При условии / 2 пг

объект А может просто двигаться по

прямолинейной образующей, догоняя

объект В за счет преимущества в

скорости. В случае ос/ < кгр успеш-
успешный поиск практически невозможен

(рис. 19).

Две задачи обнаружения
на бесконечном цилиндре

Привлечение к исследованию задач

поискаследящих областей позволяет

не только указать содержательные

достаточные услоиня на параметры

этих задач, при выполнении которых

успешный поиск (обнаружение) воз-

возможен, но и предъявитьсоответствую

щие траектории перемещения.

А. Неограниченный случай. Выше
было показано, что при выполнении

условия <*) объект Bt перемещаю-
перемещающийся с постоянной скалярной ско-

скоростью р, может быть обнаружен на

бесконечном цилиндре Сс радиусом г

ищущим объектомА, перемещающим-
перемещающимся с постоянной скалярной скоростью
ос у если известно, в какой половине

цилиндра уклоняющийся объект на-

находится. Насамом деде при выполне-

выполнении условия ( • ) объектВ можетбыть

обнаружен н при отсутствии такой

информации Покажем это.

В соответствии с откушенными ему

ресурсами ищущий объект выбирает в

начальный моментвремени в качестве

траектории перемещения винтовую
линию Гв1 пересекающую направляю-
направляющую окружность под углом

где X и ц
— острые углы, определяе-

определяемые нз соотношений

В /
cgsa = *-, cos 11 = — .

а пг

Внезависимости от напранлення дви-
движения ищущего объекта А по этой

винтовой линии, вертикальная со-

составляющая егоскорости (для опреде-
определенности считаем, что цилиндр С рас-

расположен так, как показано на рисун

ке 20) постоянна и равна

мой с постоянными скалярными ско-

скоростями а' и р соответственно, р <

< а'. Опишем стратегию объекта А',

обеспечивающую его сближение с

объектом В на заданное расстояние /.

Выпустим източки начального место-

местоположения объекта А' вверх н вниз от

неедва вспомогательных фиктивных
объекта МФ и М_ со скоростями

(рис 21) Объект А' начинаетдвигать-

двигаться по прямой вверх и, догнав объект

М, (в силу разницы в скоростях) тут
же изменяетсвое направление на про-
противоположное н движется вниз. До-
Догнав объект М_, вновь меняет направ

леннедвижения на противоположное

и устремляется за объектом М+ и т.д.

Ясно, что, поступая описанным обра-
образом, объект А' непременно сблизится

с объектом В на расстояние /.

11струдно заметить, что описанному

перемещению объекта А' по оси ци-

цилиндра соответствует перемещение
объекта А по выбранной винтовой
Л1ШНИ Г(>.

Б. Ограниченный случаи. Предпо-
Предположим, что в начальный момент вре-

времени ищущему объекту А известно,

что уклоняющийся объектВ находит-

находится в одной из точек поясаС заключен-

заключенного между двумя направляющими

окружностями (рис 22) Если приэтом
ищущий объект находится на доста-
достаточно большом расстоянии от пояса

неопределенности О, то ширина пос-

последнего с течением времени растет (со

скоростью 2Р).

Ясно, что уклоняющемуся выгоднее
всего перемещаться по прямолиней-
прямолинейной образующей цилиндра. Поэтому
для обоснования высказанного утвер-

утверждения удобно рассматривать дви-
движение объектов в проекции на ось

цилиндра.

Предположим, что объекты А* и В

перемешаются но (вертикальной) пря-

В

м

м

Рис. 21

Рис. 22 Рис. 23

Рис 20

Считая, что параметры задачи свя

WHU соотношением ( ¦ ), опишемтра-

траекторию, при перемещении по кото-

которой ищущий объектА непременно об

наружит уклоняющийся объект В.
Возможны три случая. В начальный

момент to круг обнаружения с

центром А:

1) лежит вне пояса G,
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2) целикомпринадлежит поясу С.
3) принадлежитпоясу С частично.

В первых двух случаях поисковая

траектория гтроится по одному пра-
правилу. Сначала объект И перемещается
по прямолинейной образующей ци-

цилиндра С в сторону ближайшей пере-

переменной граничной окружности пояса

неопределенности до момента, когда

расстояние между объектом А и этой

окружностью не станет равным а «

= lsm\x (рнс.23). В этот момент объ-

объект А принимает решение изменить

прямолинейную траекторию иа вин-

винтовую линию Го (см. рис. 24,д, на

котором изображено положение уп-

упреждающей области и граничной ок-

окружности именно в этот момент), по

которой он и движется до «симмет-

«симметричного» момента (см. рнс 24,6, на

кеггором изображено положение оста-

остаточной области и второй граничной
окружности в момент окончания игры

поиска).

Рис. 24

Третий случай проще всего свести к

любому ил первых двух (вследствие

того, что нашейзадачей яиляется отыс-

отыскание лишь достаточных условий ус-
успешного поиска).

Задачи прочесывания,
патрулирования
исдерживания

При перемещении объектов А и В i о

бесконечному цилиндру параметры а,
р, / н г могут и не быть связаны

условием ( *)илн, тем более, условием
X 2: кг. И хотя запретноедля объекта П

iicjk'mchhoc множество все равно воз-

возникает, его уже нельзя использовать

для решения задачи обнаружения.
Однако существуют другие интерес-
интересные задачи с содержательной поста-

постановкой, доступные для успешного раз-

разрешения н при более слабых связях

между параметрами. Сформулируем
некоторые из этих задач и укажем

КВАНТ ¦ I 9 9 <5 / N? I

условия на параметры, при которых
их можно решить.

А. Прочесывание. При условии

I <пг, р < ос г cos X i sin{X - ji)

объект А, перемешаясь по винтовой

линии Го. пересекающей направляю-
направляющие окружности цилиндра С под уг-

углом v0 = X - ц, постоянно охватывает

цилиндр соответствующей следящей
областью. Однако в данном случае

вертикальная составляющая его ско-

скорости не превосходитскорости объек-

объекта б, н он может лишь вытеснять

объект В, да н то в случае, если ему
известно, в какой половине цилиндра
С этот объект находится. На рисунке
25 дана развертка цилиндрадля этого

Рис 25

случая (прямолинейная образующая,
по которой проведен разрез цилинд-

цилиндра, проходит через центр круга обна-

обнаружения) .

При условии

объектЛ перекрывает горловину ци-

цилиндра С и также может вытеснять

объект Л, двигаясь но прямолинейной
образующей цилиндра но лишь в том

случае, егли ему известно, в какой

половине пилиилра этот объект нахо-

находится.

Б. Патрулирование. При условии

nr ос

траектория перемещения объектаА
—

направляющая окружность цилинд-

цилиндра С вершины упреждающей и оста-

остаточной областей совпадают и. пат-

патрулируя, объект А перекрывает для

объекта горловину цилиндра С

(рис.26).
В. Сдерживание. При условиях

объектА не может помешать нь-ремс

Рис. 26

щению объекта В но цилиндру С.

Однако двигаясь по винтовой линии,

пересекающей направляющиеокруж-
окружности цилиндра под углом \х - X впе-

впереди объекта В% объект И будет сдер-
сдерживать это движение (рис 27).

Г. При условии

1<пг, р>ос

ресурсов объектаА недостаточнодаже

для сдерживания перемещения объек-

объекта/?.

Рис. 27

Таким образом видно, что по мере

перехода от задачи обнаружения к

задачам вытеснения (прочесывания),
патрулирования и сдерживания тре-
требования на параметры а, р г / и г

постепенно ослабевают.

Общее замечание. То, что решения

новых задач оказались простыми

(выше не только сформулированы
гамн задачи, но указаны условия на

параметры, обеспечивающие их раз

решение, и описаны соответствующие

стратегии объектов), объясняется тем,
что нх рассмот|>еиию предшествовал
детальный анализ более трудной за-

задачи обнаружения, результатами ко-

которого мы н воспользовались.



Чуть-чуть физики
для настоящего охотника

К.БОГДАНОВ, А.ЧЕРНОУЦАН

Введение. Знакомство
с дробовой башней
Один из авторов находясь как-то в

служебной командировке в Балтимо-

Балтиморе (США), обратил внимание на вы-

сокуюзанолскуютрубу, находящуюся
почти в центре этого города. Удивляло

то. что никаких зданий рядом не было.

Что же это за труба бел завода?
Автор много раз проезжал мимо

загадочной трубы, но никогда не вн

дел и следов дыма нал иен. Ответ

на вопрос был позднее обнаружен на

табличке, прикрепленной к трубе.
«ДРОБО13АЯ БАШНЯ. Воздвигнута
в 1828г. Использоваласьдля изготов-

изготовлении дроби. Расплавленный свинец,

пропущенный через сито на нс| xv баш

ни, падал в емкость с водой, установ-

установленную в ее основании. Высота -- 234

фута и 3дюйма. Диаметр у основания
— 40 футов, вверху

— 20 футов...*.
Так как не все ил читателей заядлые

охотники, сделаем маленькое охот-

охотничье отступление с дробовым укло-
уклоном. Охотничья дробь — это малень-

маленькие металлические шарики (иногда

кубики), «ходящие в состав патрона

Балтиморскаядробоваябашня

длястрельбы из охотничьего гладкост-

гладкоствольного ружья. Дробь изготовляют

ил свинца с добавкой небольших ко-

количеств сурьмы и мышьяка, чтобы

сделатьее более твердой. Такаядробь
меньшедеформируется при выстреле.

Хорошая дробь должна состоять из

дробинок правильной шарообразной
формы одинакового диаметра с глад-

гладкой блестящей поверхностью. В на-

настоящее время дробь изготовляют ме-

методом штамповки. Для предотвраще-
предотвращения окисления свинца и уменьшения
свинцевания (загрязнения свинцом)
стволов дробинки часто покрывают

медью, хромом или никелем.

Ну, и наконец о размерах дроби. It

России дробь обозначают номерами:
от Jsf>12 (самая мелкая, с диаметром
1,25 мм) до N?0 (с диаметром 5 мм).

При эгоч разность диаметров двух
соседних номеров дроби

— 0,25 мм.

Дробь сдиаметром более 5 мм называ-

называют картечью. Настоящие охотники

знают, что при стрельбе с нормальной
дистанции C5 — 40 м) для охоты на

волков и лисиц надо использовать

дробь№0 - 2 (около4 мм) анарябчика
- Jsfe6 — 8 (около2.5 мм).
В табличке на дробовой башне в

Балтиморе не объяснялось, зачем

нужна такая высокая башня. Не-

Нетрудно, однако, догадаться, что баш-

башня должна быть высокой, чтобы дро-
бннки были круглые.
Действительно, всем известно, что

летящая в вакууме капля воды прини-
принимает округлую (шарообразную) фор-
форму. Происходит ато ид за того, что

капля во время полета находится в

состоянии невесомости, и силы повер-
поверхностного натяжения пытаясь мини-

минимизировать ее поверхность, делаютее

шарообразной (с учетом сопротивления
воздуха

— почти шарообразной). Он*
видно, чтотакие же рассуждения мож-

можно применить и к падающей капле

расплавленного спиши. Аесли учесть,
что поверхно стное натяжение рас-
расплавленного свинца составляет более

400 мН/м, а воды лишь 70 мН/м, то

эти рассуждения даже в большей сте-

степени применимы к расплавленному

свинцу, чем к коде.

Итак, высокая башня нужна для

того, чтобы капли свинца, летя в сво-

свободном палении, принимали шарооб-
шарообразную форму. Но если они упадут в

контейнер с водой, находящийся в

основании башни, до того, как сви-

свинец затвердеет, то удар о поверхность

воды, очевидно, деформирует каплю

и дробинка ис будет шарообразной.
Таким образом, дробовая башня долж

на быть такой высоты, чтобы за вре-
время паления свинец капли перешел из

жидкого в твердое состояние и капли

сиинца ударялись о поверхность воды

уже затвердевшими. Можно ли оце-

оценить высоту дробовой башни, необ-
необходимой для ыынлапкн дроби опреде-
определенного размера?
По видимому изготовители первых

башен (а нх немало разбросано по

всему свету, есть они н в России)
качественно представляли эти физи
четкие ирощесы и понимали, почему

башня должна быть высокой Но ко-

конечно же, уровень знаний того време-

времени ие позволял слелатъне только точ-

точные расчеты (ато и сейчас трудно), но

и надежные оценки необходимой вы-

высоты. Втоже время>строитьбашню «с

запасом» было бы слишком дорого.

Надо полагать, необходимая высота

отцдедслялась экспериментально. Нап-

Например, можно представить что но

мере нознедення башни периодически
проводились пробные плавки свинца,

пока наконец не получалась хорошая

дробь нужного диаметра. А может

быть, проектировщики использовали

для экспериментов уже имевшиеся

башни (например регулярно посеща-
посещали город Пизу)"*
У нас совсем другая задача. Не рис-

рискуя кашгталом и ис обещая ничего

построить, мы можем смело деняться

физическими оценками.

Физика изготовления

дроби. Качественное

описание

Для начала опишем процесс изготов-

изготовления дроби качественно (почти без

формул), представим происходящие

при этом физические процессы, сфер-
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мулнруем основные вопросы н за-

заодно выясним, в каких справочных

данных мы нуждаемся для вычисле-

вычислений.

1) Сначала свинец и«до поднять на

самый верх д]юбовой башни, нагреть
до температуры плавления 7^, и рас-
расплавить. Затем свинец, нагретый до

температуры Т > Тм, наливают в сито

с одинаковыми отверстиями (свинец
надо « перегреть», чтобы он успел весь

проскочить через гито и сформиро-
сформировать капли-шарнкн до качала затвер-
затвердения). Можно попытаться оценить

диаметр ячеек сита dc t который обес-
обеспечивает образование капель свинца

нужного радиуса г. Для этого надо

знать плотность свинца ро н коэф-
коэффициент поверхностного натяжения

расплавленного свинца СЛ1(Г) при
температуре Т. Дело в том, что в

момент отрыва капли сила поверх-

поверхностного натяжения oCh
¦ *dc урав-

уравновешивает силу тяжести капли.

Так как к высоте башни этот вопрос,
отношения не имеет, дальнейшие рас-
расчеты диаметра ячеек мы оставляем

читателю.

Замечание. Мы не знаем, до какой

температуры Т перегревают свинец.

Ясно, что нэлншинй перегрев неже-

нежелателен. Чем выше Т, тем большее

рассгояние пролетит капля до начала

отвердения, т.е. выше должна быть

башня, не говоря уж о лишних затра-
затратах топлива. Кроме того, как мы уви-

лим ниже, при большом перегреве

S ИсторическиймуэоЙ'Дробоввя башня*

капля начнет деформироваться силой

сопротивления воздуха.
2) Чтобы полностью затвердеть,

капля массой тп должна за время
падения отдать количество теплоты,

равное

<? = <?,+О2=сл1я(Г-Гм) + Хя11 (О

где сп
—

удельная теплоемкость

жидкогосвинца, X удсльнаятепло-
та плавления свинца. Отметим, что,

исходя из этой формулы, мы скорее
всего несколько завысим необходи-

необходимую высоту дробовой башни. Можно

предположить, что если заметная

часть свинца (например, половина)
затвердеет, тоударо воду не приведет
к деформации образовавшейся тол-

толстой «скорлупы», иоставшийся внут-

внутри жидкий свинец может затвердеть

потом. Однако, не имея возможнос-

возможности оценить необходимую толщину

«скорлупы», будем все же исходить
нз формулы A).
3) Чтобыпонять, какое расстояние

должна пролететь капля, чтобы поте-

потерять количество теплоты Q, надо опи-

описать процесс отдачи тепла окружаю-

окружающему воздуху. Это
— самое трудное,

так как процессы, происходящие во-

вокруг падающей капли, весьма слож-

сложны (турбулентность, конвекция и

т.д.). Здесь нам придется ограничить-
ограничиться качественными, весьма приближен-
приближенными оценками п рамках достаточно

простой модели. Эта модель должна

выделить главный механизм тепло-

теплоотдачи и описать, сколько тепла уно-
уносит движущийся относительно капли

воздух. Нам понадобятся: плотность

воздуха р#, температура окружающе-
окружающего воздуха 7^ (примем ее равной
20*С), удельная теплоемкость возду-

воздуха при постоянном давлении ср и его

теплопроводность.
4) Ипоследнее. Интенсивность об-

обмена теплом между каплей и возду-
воздухом зависит от скорости капли. Что-

Чтобы описать движение капли, нало по-

понять, какую роль играет сила сопро-

сопротивления воздуха, т.е. можно ли па-

падение капли считать свободным. Кро-
Кроме того, надо выяснить, может ли

сила сопротивления привести к де-

деформации капли до того, как свинец

отвердеет. Мы обсудим природу си-

силы сопротивления н оценим ее вели

чину.

Ниже в таблице приведены все те

величины, знание которых необходи-

необходимо лля описания процесса изготовле-

изготовления дроби башенным способом.

НМрПрт
cnniuu 7^
Плотность спкица рС(

Поверхностное ииижсинс

спиппа о (при 350 "О

Удслыия тешюснкоетъ
смини сы

Улелыия теллст
ШВЛСНИЯ СНННЦД X

Плотность псодуха рв
Удельная теплоемкость

ВОЗДУХА С^

Тсплолрсккътносп*

всодуи Y

Ндзкость поэлуха г\

327 X

11.3 10s кг/м3

0.44 Н/м

1Э0Дж/(гг К)

72.5 кДж/иг
1.2 кг/н*

1.0кЛж/(кг-К)

0.025 Вт/<м К)

1.7Ю кг/(м-с)

Параметры воздуха приведены для

20 X.

Теплоотдача
Возможны два способа передачи теп-

тепла свинцовым шариком в окружаю-
окружающий мир: а) тепловое излучение н

б) теплообмен с окружающим возду-
воздухом при непосредственном контакте.

Опишем оба эти механизма, а потом

выясним, какой нз них является глав-

главным при скоростях порядка 10 м/с

(характерная скорость при падении с

нескольких десятков метров).
Для оценки вклада теплового излу-

излучения воспользуемся законом Стефа-
Стефана- Больцмала', описывающим налу

ченне абсолютно черного тела при

температуре Г:

где ov,
= 5,67 1(Г* Вт/<м* К4) -

постоянная Стефана Больцмана. Тем-

Температуру поверхности шарика будем
считать постоянной н равной Гы
Обратным излучением можно прене-

пренебречь — посколькутемпература возду-
воздуха в 2 раза меньше* тообратное излу-
излучение меньше по крайней мере в 16

раз.

Теперь займемся оценкой той энер-
i ни, которую уносит обтекающий кал-

дю воздух. Начнем с того, что напн-

тем ныражемне для потока тепловой

энергии через плоский тонкий слой

вещества толщиной Дх н площадью

S, если разность температур на гра-

границах слоя равна ЛГ (рис. О:

C)

где ДЯ
—

энергия, прошедшая через
слой за время Д*. у

—

теплопро-

теплопроводность (эту формулу называют

1
См.. нап;тмер статью «Солнце

u Kuwmu* tt чяам номере журнала.
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Рис. 1. Поток т&пла идетотболеегорячей
поверхностикболеехолодной

законом Фурье). Теплопроводность
идеальных газов пропорциональна

¦JTi мы же будем считать у воздуха

постоянным и равным его значению

при 20 "С (см. таблицу).
Чтобы оценить теплоотдачу горяче-

ю шарика окружающему воздуху,

поступим следующим образом. Во-пер-
Во-первых, рассмотрим движение шарика с

постоянной скоростью v. Когда мы

найдем ответ для равномерного дви-

движения, мы сможем применить его к

коротким участкам неравномерного

движения. Во-вторых, будем считать,

что основной перепад температуры

от 7^, (на поверхносгн шарика) до

температуры окружающего воздуха 7J
происходил1 в узком слое толщиной 6

E«г). (Толщину слоя 6 мы ниже

оценим, исходя из баланса энергии.

и убедимся в том. что большую часть

времени это предположение выпол-

выполняется.) В этом случае мы можем

каждый участок тонкого погранично-
пограничного слон (рис.2 л) считать плоским н

применять к нему формулу C). Для
потока энергии от шарика через пог-

пограничный слон получим

D)

-

площадь

поверхности шарика.

Рнс-2. Шарик движущийся со скоростью

v. нагреваетвозцухв пограничномслое

толщиной 6. в) Моментвремони Г/ б) мо

мет времени t + 2r/v Область нагретого
воздухазаштрихована

к в л я - 19 9 * / ** 1

Поскольку температура воздуха
массой ть

= рв58, содержащегося в

пограничном слое, увеличилась за

счет контакта с шариком на величину
порядка Л7", то он получил от шари-
шарика количество теплоты

Для оценки можно считать, что за

время At* = 2rfv один пограничный
слой вокруг шарика полностью сме-

сменится другим (рнс. 2,6), т.е. за это

время количество теплоты Q& уносит-
уносится обтекающим шарик воздухом.
Значит, количество теплоты, полу-

полученное воздухом от горячею шарика

за время Д<* (см. уравнение D))
должно быть равно Q^:

Отсюда получаем опенку для толщи-
толщины пограничного слоя:

8- E)

Проверим теперь предположение о

малой толщине слоя. Для самых ма-

маленьких дробинок Bг « 1,25 мм) при
скорости v = 1 м/с отношение 6/г,
вычисленное по формуле E), дает

значение 0,25 (зто отношение про-

пропорционально \f-Jr, так что для боль-

ших дробинок оно меньше). Так как

скорость 1 м/с достигается уже через

0,1 с после начала падения, наше

предположение хорошо выполняется

почти осе время полета (порядка 2—
4 с для падения с нескольких десят-
десятков метров).
Подставляя выражение E) для тол-

толщины слоя в формулу D), получаем
зависимость интенсивности отдачи

тепла окружающему воздуху:

. (fi)

Теперь мы можем сравнить между

собой интенсивности отдачи тепла за

счет излучения (формула B)) и за

счет теплообмена с обтекающим кап-

каплю воздухом (формула F)). Отно-
Отношение этих ннтененвностен равно

Подставляя численныеданные, полу-

получим, чтодажедля самой крупной дро-
дроби Bг = 5мм) теплообмен превысит
излучение уже при скорости 0,1 м/с.

Видно, что вкладом излучения можно

пренебречь.

Пренебрежем в первом приближе-
приближении сопротивлением воздуха и под-

подставим в формулу F) зависимость

скоростн от времени для спободного
падения шарика v = gt. Проинтегри-
ропав по времени, получим в явном

виде зависимость от времени поте-

потерянной на теплообмен с воздухом
энергии:

ft&fo*. G)

Чтобы оценить время падения, необ-

необходимое для полного отвердения

шарика, надо приравнять это выра-

выражение к теплу, теряемому каплей

(формула (О):

Получим, что необходимое время па-

падения пропорционально радиусу ша-

шарика. Соответственно, необходимая
высота башни пропорциональна г2.

Для первой опенки ограничимся толь-
только теплотой плавления, пренебрегая
<перегревом» свинца. 11одставляя

численные данные, получим, чтодля

маленькойдроби Bг= 1,25 мм) высота

должна быть равна всего 2,5 м, я для

большойBгм5мм) - в16разбольшс.
т.е. около-40м. Напомним, что высота

Балтиморской дробовой башни (од-
(одной нз самых высоких) составляет

около 70 м.

Ясно, что наши оценки, полученные
в рамках достаточ но грубой н прибли-
приближенной модели, верны с точностьюдо

численного множителя порядка еди-

единицы. Но если модель содержит ра-

разумные качественные предположения,

то она обычно способна правильно

предсказать вид функциональных
зависимостей. В данном случае квад-

квадратичная зависимость высоты от ра-

радиуса дроби выглядит весьма правдо-

правдоподобно.

Производя оценки, мы пренебрега-
пренебрегали начальным «перегревом» свинца.

Учитывая, что изготовители дроби
(кстати, можно ли их называть «дро-
болелы»7) старались, конечно же,
излишне не перегревать расплавлен-
расплавленный спннец, влияние «перегрева» на

оценку для высоты не очень сущес-
существенно. Однако, он таит в себе иную
опасность Пока капля свинца летит

в жидком состоянии, не исключена

возможность ее деформации силой

сопротивления воздуха. И тут самое

в[>смя поговорить об этом.
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Силасопротивления

Сопротивлениедвижениюлюбоготела
в воздухе возникает по двум причи-

причинам. Во-первых, за счет вязкости воя-

духа возникает сила вязкого трения,

которая пропорциональна скорости
тела. Для шарика эта сила выражает-
выражается формулой Стокса

где г]
- вязкость воздуха. Во-вторых,

за гчет изменения нмпульса молекул
воздуха, находящихся на пути ша-

шарика, возннкастгилалобовогогопро
тнвлоння которая при скоростях, ма-

малых по сравнениюсо скоростью звука.

пропорциональна квадрату скорости

тела:

F^mksp^V7, (Я)

где s — площадь поперечногосечения

тела (для шарика, конечноже,$ = кг3),
я к ^соразмерный множитель поряд-

порядка единицы (для шпрнка к •• 0.21).

Выражение («) дли лобового соирспннле-

гни HtuKi u пилучытьн соображении |xa:i4
кисти, пренебреги нмгкостьт и считан, чтп

гила сипротнпл«мия злпиемт таягло ит н<нт«-

речных рАчмсроитсла споевдфостн и илпгмпс

ти №*лдуха. Попробуйте убедиться н лтон

сами. Кроме того, можно uiieinnr» и ченеинс

импульса молску.1 воздуха за единицу

лремс-ни. читая lanpHwep. уларм нилекул

нсуиру1хчн:

ние происходило свободно, оценим

пройденное расстояние как

глс n^,
— масс* молекулы пицфхл п -

траинм молекул.

Вязкое тренне играет существенную

роль только при очень малой скорос-

скорости тела (либо для очень маленького

тела). Например, лая шарика радиу-

радиусом 0,1 мм сила FMllt срапняется с Ft]l
уже при скорости

v =
6ri

= 1—*- - 0А м/с.

Поэтому в дальнейшем мы будем
говорить только о силе лобового со-

сопротивления.
Посмотрим, когда сила лобового

сопротивления начнет влиять на дви-

движение шарика. Например, найдем
скорость, при которой эта сила ста

нет равна 0,5 тд

откуда получаем

"-2g-3kp,-
Для маленьких дробинок получаем
А - 8,5 м, а для больших — А - 35 м.

Видно» что сопротивление воздуха
начинаетсказываться ещедо полного

затвердении (особенно для больших

дробинок).
Оценим теперь, при каких скорос-

скоростях сила сопротивления начнет де-

деформировать шарик из жидкогосвин-

свинца. Наличие силы лобоиогосогцхянв
ления означает что давление вокруг
капли перестает быть одинаковым,
а неравномерно славленная капля

теряет сферическую форму. Среднее
давление на переднюю поверхность

больше, чем на заднюю, на величину

Эю означает, что разность между лав-
лением свинца внутри капли н внеш-

внешним давлением воздуха станет мень-

меньше для передней поверхности капли.

Но эта разность давлений связана

г радиусом кривизны поверхности
(так называемое лапласово давление
— гм. Приложено): Ар = 2о„/г. Зна-

Значит, передняя поверхность будет бо-
более плоской, чем аалняя (радиус кри-
кривизны больше — рнс.З). Выберем, к

примеру, за критерий допустимой

Считая, что до этого момента паде-

3 Кнйш «V I

р+Др

. Каплидеформируетсяразностью
давлений на передней и задней поверх-

деформации условие, что радиусы

кривизны передней н задней поверх-
поверхностей должны отличаться ие больше

чем на 10%. Получагм для критичес-

критической скорости уравнение

откуда

Видно, что этот эффект опаснее для

крупной дроби. Действительно, вре-
время полета капли к началу отвердения

пропорционально г, а время к на-

началу деформации пропорционально

\]4т . Для самых больших дробинок
v - 12 м/с. Если подставить соответ-

соответствующее время полет» A,2 с) в вы-

выражение <7), то подучим теплоотдачу

шарика за это время; приравнивая

эту энергию к Сс,т(Г-Т„), можно

найти максимально допустимый пе-

перегрев свинца. Для больших дроби-
дробинок максимально возможный перегрев
оказывается порядка 50 *С; при боль-

большем перегреве капля начнет дефор-
деформироваться раньше, чем начнется ее

отвердение н образуется хотя бы тон-

тонкая корочка.

Приложение.
О лапласовомдавлении

Полерхмослкж натяжение приполит к тому.

чтоламенне по разныестороны искривленной
nutfCpxraiCTH пкалынастем различным. Офаш<-
чимся случаем сферической поверхности ра-
лиусом R н пиклжен что давление пиутрн на

больше чей снаружи. Рассмотрим маленький
участок пим'рхиостн ограниченный окруж
nucTiiKi р4Лиусо.ч r^ifi {рк*: Л) Ни тонкую

пленку жидкости действуютсилы иоиерхност-
но*о натнженил. нанраьлениые иерисндику-

Рис. 4. Сила поверхностногонатяжения,

действующая на участокискривленнойпо-

поверхности, компенсируетсярбЭностъю сил

давления

iHpnu rp^imiK по кысвтелмюА к поперхностн.

Иилио, что рапнолейструющая этих сил не

равна кулю. ПакдсмсСьсличниу И. сиччет-

рннмою. чторавнодейсгвующы налраьленаь

сторону центр» сфери Проекция па это \ a

праллеим силы, лсмитпуюшей на ма^кпикнЙ

участок 1раннцы длиной Д/, раина о Ai-a

(мы учли, ню а-г/Я«О. Значит полны

Так как риссмлтримс^ын участок иписрхнпс
ти naxiiAHTvfl ¦ рипиипесин, утъ сила должна

fault, скониемгнропаиа {Ыинисп^ю сил лаялс-

1 И» &pS. V\j усЛ 1ПНЙ flJJI

шхлучасм искомое мы|>ажсннс дли A/j



Некоторые факты
проективной геометрии

Несколько
лет назад в задач-

задачнике «Кванта» была опубли-
опубликована следующая задача:

Если четырехугольник является

описанным в окружность и описан-

описанным вокруг другой окружности, то

прямая, соединяющая центры этих

окружностей, проходит через точку
пересечения диагоналей четырехуголь-

Решив эту задачу, я сформулировал
более общее
Предложение. Дана окружность и

точка С внутри ее. Через точку С
проведены 4 хорды (секущие) А%Ви
AiB?, Афь, А4В4. Пусть D — точка

пересечения прямых AjA^ и АдА^, Е —

пересечения прямых ВгВ? и

Рис.1

В Й|. Тогда точки С, D, Е лежат на

одной прямой (рис. 1).
Нетрудно понять, что утверждение

неходкой задачи есть частный случай
Предложения. Действительно, пусть
A%AjAyA4 — данный четырехугольник,
AtBu <i ¦ 1, 2,3, -О — биссектрисы его

углов. Так как в четырехугольник

можно вписать окружность, биссек-

биссектрисы пересекаются в центре этой ок-

окружности
— точке С. Далее. /?, н #з

являются серединами двух дополни-

дополнительных дуг описанной окружности

ИИ* * следовательно, B\Bt — диаметр
этой окружности. Аналогично, BtB\

—

также диаметр, и, значит, точка Е —

центр описанной окружности. Из

Предложения следует, что прямая СЕ

проходит через точку D пересечения
диаюналей четырехугольника.

Итак, осталосьдоказать Предложе-
Предложение. Заметим, что вотлнчнеот исход-

исходной задачи оно формулируется иск

лючителыю в терминах пересечений
прямых и принадлежностей точек пря-

А.ЗАСЛАВСКИЙ

иым. Быть может, вы встречались с

такими утверждениями. Вот одно из

них.

Теорема Паппа ПустьточкиА, В,
С, Air Bir Q расположены на двух
прямых I и /, (рис. 2)raP.QuR-
точки пересечения пря.ных АВ\ и ВА\,

В

ВСУ и CBir AC\ и СА\ соответствен-
соответственно. Тогда точки Р, Q и R лежат на

одной прямой.

Центральная проекция
Естественный способ доказательства
утверждений проективной геометрии
— использование проективных преоб-
преобразований, т.е. преобразований при
которых прямые переходят в прямые,
а нх точки пересечения

— в точки

пересечения. Одним из таких преоб-
преобразований является центральная про-

проекция.

Определение. Пусть в пространст-

пространстве даны две плоскости л н к и точка

О —

иентрпроекнии,
— непринадлежа-

принадлежащая мн одной из них. Центральной
проекцией называется отображение
плоскости л в плоскость к\ при кото-

котором точке А плоскости к ставится в

соответствие точка пересечения А'

прямой ОА с плоскостью л'
Замелим, что если плоскости кип'

параллельны то центральная проек-
проекция является просто преобразованием
подобия: для любых двух точек А и В

плоскости п и их образов и' и В*

Если плоскости п и к (рис. 3)
пересекаются, проведем плоскость о,

проходящую через точку О и парал-

параллельную плоскости л'. Пусть п -

прямая, покоторойплоскость о пересе-
пересекает плоскость л. Ясно, что точкнэтой

прямой не имеютобразапри централь-
центральной проекции — онамх «отправляетв

Рис.3

никуда». Втожевремявточки прямой
а , по которой плоскость о', парал-
параллельная л, пересекает к , не перехо-
дятникакиеточкиплоскости п.

Для того чтобы облегчитьформули-
формулировки теорем и доказательств, будем
считать, что точкам прямой а' соответ-

соответствуют бесконечно удаленные точки

плоскости к, а точки прямой а пере-
переходят в бесконечно удаленные точки

плоскости к'.
Поясним, что это значит. Все пря-

прямые пространства, проходящие через

точку О, совершенно равноправны.
Если прямая не лежит ь плоскости о,

то она пересекает плоскость п в един-

единственной точке, так что между такими

прямыми и точками плоскости я име-

имеется взаимно однозначное соответст-

соответствие: каждой прямой ссютвстствуетедкн-
гтвенная точка н, наоборот, каждой
точке - единственная прямая. Будем
теперь считать, что всякая прямая нз

плоскости о (разумеется, проходя-
проходящая через точку О) определяет веско

нечноудаленную точку плоскости л

(так же, как пересекающие плоскость

л прямыеопределяютобычныеточки
плоскости).
Если в плоскости л взять любую

прямую, то ей соответствует плоскость,
проходящая через точку О н эту пря-

прямую. При этом, наоборот, всякая пере-

пересекающая л плоскость залает на ней

прямую
— линию пересечения. Вес

прямые, соответствующие бесконечно

удаленным точкам плоскости п, ле-

жатвплоскостн о. Будем считать, что

плоскость с определяет бесконечно

удаленную пряную, на которой лежат

вес бесконечноудаленныеточки плос-

плоскости 1С.
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Так же мы можем поступать и с

плоскостью я'. Теперь уже при цент-

центральной проекции в каждую точку
пополненной плоскости л перехо-
переходит одна и только одна (может быть,
бесконечноудаленная)точка плоское
ти п.

Нетрудно видеть, что на каждой

обычной прямой теперь лежит ровно

одна бесконечно удаленная точка, па-

параллельные в обычном смысле пря-

прямые пересекаются в бесконечно уда-

удаленной точке, и по-прежнему через
каждыедветочкиможнопронести сдин-

етветгую прямую (можетбыть, беско-
бесконечно удаленную).
Будем называть проективной плос-

плоскостью обычную плоскость допол-

дополненную бесконечно удаленными точ

ками.

Замена ие Нэтомолрслелекииштпиакой
«мнетикм» Вот наглядная модель проектив-
проективной плоскости.

Назовем пучком пряных мнпжестк» иесх

прямых пространства, приходящих черт иг*

леггоруюфиксированную точку О. Точкой про
ективной плоскости Л будем nuwnarrr. лю

йую нрнную этого пучка, а прямой множее

пюйсог прямик пучка прнндллгжлщиэсобыч

пун плшкостн. проходящей через О.

(рис. 4). Из соображений симметрии
ясно, чтосеченне конуса плоскостью,

перпендикулярной поверхности чер-
чертежа и проходящей через А'В', -- ок-

uiafutkitmttocmu-

а) через любыедве различныеточки ipock

ГНТШОН ПЛОСКОСТИ Я «рОХОЛИТ ОЛНМ Н ТОЛЬКО

6) любые д*с рачлнчиьк прямые пересека-

пересекаются и одной точке.

Теперьточкам обмчиий плоскости а побоч-

побочном йросгракствесоотвстсгьуют прямые пуч

ка (они же тчки проектминой мпскоегк)
пересекающие а. Ьескипечноулалнгнммж*.

KMKilM CIHiTHCTVTUyJOT ИрНМЫС ПЛОСКОСТИ, I рО-

ходяще* черед О гмраллелмш а. Прямым

плоскости а епптветстаунтг проективные пря-

прямые, т.е. обычные плоскости, проходящие че-

через О. пересекая а, а бесконечно улнлеи чя

ирннам это плоскость, лрлходншан черсчО

пхрлллелмю а.

Проекции окружности
Вообще говоря, образокружности ирн
центральной проекции не являгтгя

окружностью. Однако справедлива

следующая, основная для нас

Теорема. Дана окружность и точ

ка С внутри нее. Существует цен

тральная проекция, при которой
данная окружность переходит в ок-

окружность, а точка С — в ее центр.
Доказательство. Рассмотрим косой

круговой конус (Koiryc. в котором пер-

перпендикуляр из вершины на плоскость

основания не попадает в центр). Пусть
ОАВ — сечение конуса плоскостью,

проходящее через его высоту и центр

основания, ОА' = ОА. ОВ* = ОВ

Рис.4

ружкость. Пусть С* — середина А'В*,
С — точка пересечения АВ н ОС'.
Применяя теорему синусов к треу-
треугольникам ОАС. ОВС. ОА*<?. ОВ'<?,
нетрудно вывести соотношение

АС/ВСш(АО/ОВ)*.
Таким образом, выбрав нужное со-

соотношение длин отрезков ОА н ОВ н

расположив точку О нал нужным ди-

диаметром исходной окружности, мож-

можно всегда добиться, что точкаС перей-
перейдет в центр С'окружности, содержа-
шел точки А и В. Теорема доказана.

Теперь доказательство Предложе-
Предложения не составит труда. Действитель-

Действительно, точку С в силу основной теоремы
можно считать центром окружности.

Тогда точки At и Bj центрально сим-

симметричны относительно С. Следова-

Следовательно, центрально симметричными
являются и соединяющие их прямые,

и точки О и Е пересечения этих пря-

прямых, ч.т.л. (рнс. 5).

Рис.5

Упражнение 1. Локажитг. чти Нреллмже
пне остается керным если точка С лежит ие

ПИуТрН Л Л1К<ЖруЖ1Г1>СТИ

Указание Покажите, что Tinку С м»жио

спроектировать п (кскоисчио улдлсииукк

Итак. Предложениедоказано, и зна-

значит, получено решение исходной зада-

задачи. Однако это далеко не все. что

можно получить нз Предложения.
Покажем, как вывести из него ряд

хорошо известных фактов проектив-
проективной геометрии (разумеется их можно

получить н непосредственно из основ-

основной теоремы).
Следствие 1. Диагоналивписанного

в окружность четырехугольника и

четырехугольника, образованного
касательными к окружности в его

вершинах(два таких четырехуголь-
четырехугольника будемназыватьсоответствую-
соответствующими), пересекаются водной точке.
Доказательство. Будем сближать

на рисунке 1 точки At и А2. А3 и А|- В

пределе прямые Afi% и AtB2t а также

AjBj н ДА сольются н превратятся в

диагонали вписанного четырехуголь-

четырехугольника, а прямые АЛЛг, АэАа , ВХВ2, ВЪВА
станут касательными к окружности.

ТочкиD иЕ превратятся в противопо-

противоположные вершины описанного четы-

четырехугольника, и диагональDEпрой-
пройдет через Свсилу Предложения. Пос-

Поскольку обе диагонали описанного че-

четырехугольника равноправны, нх точ-

точка пересечения совпадаете С.

Следствие 2. Противоположные
стороны вписанного четырехуголь-
четырехугольника пересекаются на диагонали со-

соответствующего описанного.

Примечание. Пересеченно поннма

етгя в смысле проективной плоскости,

т.е. включает случай, когда все три

прямые параллельны.

Этоутверждениедоказывается ана-

аналогично предыдущему, если взятьточ-

точку С вне окружности.

Следствие 3. Дана окружность и

точка С вне ее. Пользуясь одной ли-

линейкой, можно провести касатель-

касательные к окружности из данной точки,
как показано на рисунке 6.

Доказательство Проведем через

точку Счетыресекущие в соответствии

Рис.6

с Предложением н будем передвигать

секущие A^Bj н А*ВА, пока они не

превратятся в касательные. При этом

совпадут точки Aj и Bj, Л< и ВА. По

Предложению точки ОнЕокажутся
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на прямой, соединяющей точки каса-

касания, и при этом прямая DF должна

пройти через С. Очевидно, что это

возможнотолько при совпадении О и

Е Таким образом прямые ДД, и В,/?2
пересекаются на прямой АЛА^. Оче-

Очевидно, что то же самое можно сказать

про прямые А #2 и А?В , что и завер-

завершает доказательство

Полярное соответствие

Прежде чем формулировать даль

нейшие следствия, необходимо дать

одно определение. Пусть дана окруж-
окружность с центром О и радиусом R

к точка А, отличная от О. Построим
на радиусе ОЛ точку л', такую что

OA-GA' = R2, и проведем через нее

прямую а, перпендикулярную ОЛ

Прямая а называется полярой точ-

точки Л. а точкл А — полюсом прямой
д. Ясно, что таким образом опреде-
определены поляры всех точек, кроме О,

и полюсы всех прямых, не проходя-
проходящих через О. Чтобы избавиться от

этого недостатка, будем считать по-

полярой точки О бесконечно удален-

удаленную прямую, а полюсом прямой,
прохолщен через О. бесконечно уда-
удаленную точку, являющуюся пересе-

К Влит

Рис. 7

чением прямых, перпендикулярных

данной.

И п обия треугольпиков ОАВ и

ОА'В на рисунке 7 следует, что если

точкаЛ лежит на поляре Ь точки /?, то

поляра а точки /1 проходит через В.

Кроме того, нетрудно показать, что

поляра точки А, лежащей вне окруж-
окружности, соединяет точки касания с ок-

окружностью касательных, проведенных
из Л. Заметим еще, что так как каса-

касательная к кривой при проектировании
переходит в касательную, понятия

полюса и поляры являются чисто про-

ктнвнычн Крометого, можно сфор-
мулкршшъелсдующий пршщнпдвой-

двойственности:

Пусть доказано некоторое проек-
проективное утверждение. Тогда будет

Рис. 9

Рчс.6

7

\
ч

/ \

\ /

верным и двойственное утвержде-
утверждение, получающееся при следующей
замене терминов:
точка <-> прямая;

проходить через точку *-> лежать

па прямой;
касаться окружности ¦-» лежать

на окружности.
Следствие 4. Точки пересечения

противоположныхсторон вписанно-

вписанного и соответствующего описанного

четырехугольников лежат на одной

прямой.
Доказательство немедленноследует

из принципадвойственности н следст-

следствия 1.

Следствие 5. ПустьABCD — впи

санный в окружность четырехуголь-
четырехугольник, К. L — точки пересечения его

противоположныхсторон. М
— точ-

точка пересечения диагоналей. Тогда

треугольник KLM — автополярный
(т.е. каждая его вершина является

полюсом противоположной сторо-
стороны).
Доказательство непосредственно

получается нз рисунка 6.

Следствие 6. Диагоналиописанного
ч тырехуг льпика являются двумя
сторонами автополярною треуголь-
треугольника.

Доказательство. г>то утверждение
двойственно следствию 5.

Упражнение 2 Сформулируйте утвержде-
утверждении, двойственные осипиной т ofxiwc

Предложению, следствию 2.

И наконец, посмотрим еще раз на

рисунок 6. Мы видим, что по вписан-

вписанному четырехугольнику ЛИг?,?2 мож-
можно построитьдругой иннсанный четы-

четырехугольник, который мы назовем

производным. Одной егодиагональю

является А$АЛ, другой — поляраточки

О. Из следствий I и 2 вытекает, что

диагонали этого четырехугольника
совпадаюттакже с диагоналями соот-

соответствующего исходному описанного.

Поэтому можно говорить о паре соот-

соответствующих четырехугольников, яв-

являющейся производной данной пары.
Из рисунка 6 видно, что диагонали
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всех четырех четырехугольников пе-

пересекаются в одной точке. Спроекти-
Спроектируем эту точку в центр окружности в

соответствии с основной теоремой.
Тогда (рис. 8):
1) Исходныйчетырехугольник П,

превратится в прямоугольник.
2) Производныйчетырехугольник

П2 будет квадратом.
3> Второй производный четыреху-

четырехугольник П3 будетквадратом .понериу-
тым на 45* относительно FIj.
4) Третий производный четыреху-

четырехугольник П4 совпадете FIj.
Таким обралом, для любого исход-

исходного четырехугольника П, последо-

последовательность его производных имеет

вид П2, П,, П2, Па...
На рисунке 9 изображены две взаим-

нопроиэводных пары четырехуголь-

четырехугольников. Не правда ли. красимая кар-

картинка?

В заключение заметим для тех, кто

знаком с понятием конического ссче-

ння, что все приведенные утвержде-

утверждения остаются верными, если заменить

окружностьэллипсом t параболой или

гипе|>болой Это связано с тем, что

каждая из перечисленных кривых яв-

является проекцией окружности. Поп-

Попробуйте сами сделать соответствую-

соответствующие рисунки. При этом учтите, что с

проективной точки зрения парабола
касается бесконечно удаленной пря-
прямой в точке ее пересечения с осью

параболы, а гипербола пересекает бес
конечно удаленную прямую в двух
точках, причем касательными к гн-

0

Рис. 10

перболе в этих точках являются ее

асимптоты.

P.S. КакукАдал И.Ф [Шфыяп. Продаже-
ив* мижми пыпес н KiTtxn^NM Паскаля: гноч

хипересеченияп}ютиягнюм>ж*еыхсторстлпи

vaMiortitaecmuM/mAbKUKti лежат *иход>шй пря-
прямой. 11оп|хЛуйтс ппсстамишеть jtiit nwwiA.

Подумайте также m<ukih> он вывести теорему

Дополнение

Доказывая основную теорему, мы со-

сочли очевидным тот факт, что сечение

косого кругового конуса плоскостью,

проходящей через А*в\ окружность.
В действительности это не так триви-

тривиально, и поэтому приведем строгое
сжалательство.

Рассмотрим, как и раньше, сечение

конуса его плоскостью симметрии
—

AOKtK2 (рнс.Ю.д). Опишем около

него окружность и проведем биссек

трису угла КхОК?, которая пересечет

эту окружность вточке М. Дуги MIC,
и MKi равны, так как им соответств

ют равные вписанные углы, поэтому

перпендикуляр, onyuirнкый изцентра

окружности на KyK-i, проходит через
М. При вращении окружности вокруг
этого перпеклнкуляра образуется шар,
в который впнеан данный конус. При
этом точка М равноудалена от всех

точек оснований конуса.

Проведем теперь произвольную
плоскость через прямую ОМ. Она

пересечетпир по окружности, а конус
—

потрсугольнику О//,//3г вписанно-

вписанному в эту окружность (рис.10,6). При
этом, какбыло показано выше, хорды

MW, н Mlh будут равны, а значит

равны н соответствующие им ьписан-

ные углы 7/jOA/ и Н?>М. Таким обра-
образом , в любом течении конуса, проходя-
проходящем через прямую ОМ, эта прямая

является биссектрисой угла при вер-
вершине и, значит, осьюсимметрии кону-

конуса (если рассматривать его как сово-

совокупность прямых, проходящих через

вершину, а не нх отрезков).
Возвращаясь к рисунку 4, заключа-

заключаем, что сечение конуса плоскостью,

симметричной плоскости основания/1/3
относительно его оси, также будет ок-

окружностью, а значит, окружностью

будет и любое сечение параллельной
плоскостью, в том числе и плоскостью

Л'В'.

НАМ ПИШУТ

Еще одно доказательство теоремы о средних

Haui читатель из Грузии В.Самха-
рддзе прислал в редакцию вот такое

наглядное докаэтельство теоремы о

средних:

б Кмнг г* 1



ЗАДАЧНИК «КВАНТА»

Задачи по математике

и физике
Этотраздел ведется у нас из номера в номер с момента основания журнала.

Публикуемые в нем задачи нестандартны, но для ихрешения не требуется
знаний, выходящих за рамки школьной программы. Наиболее трудные задачи

отмечаютсязвездочкой. После формулировки задачимыобычно указываем, кто

нам ее предложил. Разумеется, не все эти задачи публикуются впервые.
Решения задач из этого номера следует отправлять не позднее 1 мая

1996 года по адресу: 117296 Москва, Ленинский проспект, 64-А, «Квант». Реше-

Решения задач из разныхномеров журнала или по разным предметам (математике и

физике) присылайте в разныхконвертах. На конверте в графе «Кому» напишите:
«Задачник «Кванта** № 1— 96» и номера задач, решения которых Вы посылаете,

например «М1531» или «Ф1538». В графе «... адрес отправителя** фамилию и

имяпросимписатьразборчиво. Вписьмовложите конверт
с написанным на нем Вашим адресом и необходимый набор марок (в этом кон-

конверте Вы получитерезультатыпроверкирешений).
Условиякаждой оригинальнойзадачи, предлагаемойдля публикации,

присылайте в отдельном конверте в двух экземплярах вместе с Вашим

решением этой задачи (на конверте пометьте: «Задачник «Кванта», новая

задача по физике» или «Задачник «Кванта», новая задача по математике»).
В начале каждого письма просим указывать номер школы и класс,

в котором Вы учитесь.

ЗадачиФ1538—Ф1547предлагались на заочном туре2-й олимпиады
Сороса по физике.

Задачи М1531 — М1535.Ф1538 —Ф1547

М1531. На плоскости дан квадрат к неоиднмая точка Р.

Разрешается провести любую прямую и спросить, по ка-

какую сторону от нее (клн на самой прямой) лежит Р. За

какое наименьшее число вопросов можно выяснить, ле-

лежит ли Р внутри квалрата?
А. Капель

М1532. Существуют ли
а) 4различных натуральных числа.

б) 5различных натуральных чисел,

в) 5различных целых чисел,

г) вразличных целых чисел

таких, что сумма любых трех не них — простое число?

М1533. На плоскости даны три точки Л. В, С. Проведи-
Проведите через С прямую, произведение расстояний до которой
от А и В наибольшее. Всегда ли такая прямая единст-

единственна?

Н.Васильев

М1534. Докажите, чтодля любых положительных чисел

й\, п2 а*справедливо неравенство

Л.КурлянЪчик

М1535. Кубср<*бром 1 надо обшить (в один слой) кус
ком ткани, а) Докажите, что если узелки, где сходятся

(по крайней мере) три шва. могут лежать только в вер-

вершинах, то суммарная длина швов не менее 7. б) Может

лн эта длина быть меньше 6,5?
В.Шаповалов

Ф1538. Воздушный шар начинает подниматься с повер-

поверхности Земли. Его ускорение линейно спадает с высотой

от начального значения о> до нуля на высоте И. Какую
скорость приобретет шар, достигнув высоты HI Какая

скорость будет у шара на половине этой высоты? За ка-

какое время шар поднимется на высоту И?

3.Рафаилов

Ф1539- На рисунке 1 показана система, содержащая два

подвижных блока и три груза, массы которых m 1m н

М. Какую массу М нужно взять, чтобы вся система

m

Рис

весила Amgl Блоки и нити считать невесомыми, нити

нерастяжимы Движение всех грузов происходит в вер-

вертикальном направлении.

Р.Александров
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Ф1540. В системе, изображенной на рисунке 2, трение

отсутствует, а внешняя сила равна F н составляет угол

Рис.2

и. с горизонтальной плоскостью. Найдите ускорения
каждого из тел. Массы тел указаны на рисунке.

Л.Зилъберман

Ф1541. На гладком горизонтальном столе вдоль одной

прямой расположены шарики, массы которых то, М и

2М. Шарик массой т налетает на шарик массой М, и

между ними происходит абсолютно упругий лобовой
удар. При каких отношениях т/М в системе произойдет
еще ровно один удар?

А.Старов

Ф1542 Сосуде разреженным гелием разделен на две

равные части легким подвижным поршнем. Газ в одной

половине сосуда начинают нагревать, поддерживая тем-

температуру rasa в другой части сосуда неизменной. Какое

количество теплоты нужно сообщить газу в нагреваемой
части сосуда, чтобы его температура возросла на неболь-

небольшую величину Д7"? Всего в сосуде содержится v молей

газа.

З.Рафаилов

Ф1543. Две большие квалратные пластины площадью 5

каждая находятся на малом расстоянии d одна от дру-
другой, образуя плоский конденсатор. Посредине между
ними находится еще одна такая же пластина, заряжен-

заряженная зарядом Q Наружные пластины соединены друг с

другом резистором с большим сопротивлением R. Сред-
Среднюю пластину быстро передвигают но направлению к

одной из наружных man ни так, что она оказывается на

расстоянии d/Ъ от нее. Какое количествотеплоты выде-

лится после этого на резисторе t

Р.Александров

Ф1544. В схеме на рисунке 3 два из трех резисторов

одинаковые, а сопротивления амперметров пренебрежи

Рис.3

мо малы. Один из амперметров показывает It = 1 Л.

показания второго Гх = 2 А. Найдите токи через каждый

из резисторов.
М. Учителев

Ф1545. Длинный соленоид радиусом г содержит N вит-

витков на каждый метр длины. 11о соленоиду пропускают
ток / (изменю, что магнитное поле такого соленоида

Практически однородно внутри и очень мало снаружи).
На одно» оси с соленоидом находится Длинныи (но не

такой ялиниый, как соленоид) легкий бумажный ци-

цилиндр радиусам Н и высотой //, равномерно заряжен-

заряженный по поверхности полным зарядом Q. Ток соленоида

уменьшают ь 3 раза, при этом цилиндр нриходнт во

вращение вокруг своей осн. В какую сторону н с какой

угловой скоростью врашается цилиндр?
3.Patf*awioe

Ф1546 Заряженный до напряжения U = 100 В конден-

конденсатор подключают к катушке индуктивностью L
¦ 0,5 Гн.

При какой емкости конденсатора сила тока в катушке

через т = 0,01 с окажется не меньше / = 0,03 А?

А.Зильберман

Ф1547. На плоскую поверхность плосковогиутой линзы
с фокусным расстоянием

— 10 см падает вдоль главной

оптической оси тонкий однородный пучок света. Диа-

Диаметр пучка составляет 0,1 см. мощность в пучке 100 Вт.

Оцените величину силы, действующей на линзу. Куда
направлена эта сила? Поглощением света в линзе пре-

пренебречь. Как изменится ответ, гели в лннзе поглощается

0. \% падающей мощности света?

Решения задач М1501—М1510,
Ф1518-Ф1527

M1S01. Про числа ах, а2 апизвестно, что для всех
х \ах sin х + а2 sin 2дг + ...+ ая sin nx\ ? [sin x\. Докажите,
что \ 2 [1

При jc * 0 имеем

Переходя в этом неравенстве к пределу при х -> 0, по-

получаем

\at +2да+...+ поя|51.
Неравенство задачи доказано

Н. Сендероь

Ml 502. Прямая отрезает от правильною п-угольника
со стороной i треугольник APQ так, что АР +AQ = /

(А —

вершина п угольника) Найдитесумму углов, под

которыми отрезок PQ виден из всех вершин п-угольни-
п-угольника, кроме А.

Вместотого чтобы менять положение вершины, нэ кото-

которой мы смотрим на отрезок QP можно вершину зафик-

зафиксировать, а менять положение стороны (врашая л-уголь-
пик). Таким обрйлом, интересующая нас сумма равна

сумме углов, под которыми нэ точки А видны вес сторо-
стороны правильного n-угольника, вписанного в данный,

одна из сторон которого
— PQ. А эта сумма равна

()f
В. Произвело»
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М1503. Все натуральные числа раскрашены в два цве
та — черный и белый. Известно, что сумма черного и

белого — черная, а произведение черного и белого — бе-

белое, а)Докажите, что произведение двух белых — бе-

белое, б) Опишите все возможные варианты раскраски.

а) Если1 — белое число, толюбое число л ¦ 1 ¦ л — белое.

Пусть 1 — черное, тип
— белые. Тогда п + 1 — черное,

т(п + I) = тп + т — белое, а значит ran — белое (иначе
тп + т — черное).
б) Ответ:белые числа — кратные некоторому q, черные
- остальные.

Докажем, что любая раскраска
— одна из указанных в

ответе. Пусть q> 1 — наименьшее белое число (случай
q
= 1 очевиден). Предположим «сто некоторое Ь, не

кратное qs
— белое. Пусть Ь ¦ aq + г. 0 < г < q. Тогда из

условия следовало бы, что aq и г — белые, а это проти-

противоречит ныбору q.
П. Филевич

М1504. а) Суи^ествуюгп ли натуральные числа а, Ь, с

такие, что из двух чисел а/Ь + Ь/с + с/а и Ь/а + с/Ь + а/с
ровно одно — целое? б) Докажите, что если они оба це-
целые, тоатЬ~с.

а) Существуютнатуральные числа а, Ь, с такие, что ил

двух чисел % + — + — и — + -f + — ровно одно является
оса а о с

целым.

Действительно, любой простой делитель одного из чисел

а, Ь, с является также делителем хотя бы одного из двух

остальных чисел Пользуясьэтим соображением, строим
пример: а =1, Ь = 2, с = 4.

Замечание. В этом примере —+— + —= 5. Если

$+— + — = 3. где а, Ъ, с — числа одного знака, то. оме-
о с а

видно, а » Ь « с.

Неизвестно, существуют лн натуральные числа а Ь и с

такие, что х + "*"ш4.
Ь с а

б) Первоерешение. Разложим числа а, Ь, с на простые

сомножители. Предположим, что найдется такое простое
и лор, которое входит в разложения а, Ы с с показате-

показателями 4,, k(, kf, причем не все числа &в. ?%, К равны
между собой (если такого р нет. то все числа о, Ъ, с рав-

равны). Поместим числа ka> А^ ^ на окружность (см. рису-
рисунок) и выберем такое направление обхода окружности

-

по часовой стрелке или против нее,
— что при движении

поэтому направлению показатель возрастаеттолько

один раз. 0 первом случае рассмотрим сумму
а/Ь+Ь/с+с/а (во втором случае такие же рассуждения
применим к сумме д/с+с/Ь+6/д). После сокращения дро-
дробей а/Ь, Ь/с и с/а множитель р и знаменателях двух на

них будет отсутствовать, а в знаменателе третьей дроби
сохранится. Ясно, что сумма таких дробей не может

быть целым числом.

Второе решение. Пусть т ¦*¦- + — тР> +Т+~ m<t>

^ = х,, ^ =» х2 и ^ = дг3. Тогда дг, +x2+x:i =

р,

XiXi+XiX'i+x-jx^ =qn XiX2x^
= 1, поэтому по теореме Ви-

Виста числа JC|, jcj и дгз являются корнями уравнения

jc3 - рх2 + qx -1 ¦« 0. По теореме о рациональном корне

многочлена с целыми коэффициентами рациональными
корнями данного уравнения могут являться только чис-

числа 1 и — I. Поэтому |*i|=|*i|=|*.i|=l, откуда|e|=|b|=|cj.
Н. Васильев, А.Грибаяко

М1505. Вершины А. В и В. С треугольника ABC слу-
служат соответственными вершинами двух подобных

друг другу параллелограммовABDE и BCFG. постро
енных на сторонах АВ и ВС вне треугольника. Дока-
Докажите, что медиана ВМ треугольникаABC при продол
жегши образует с прямой DG углы, равные углам па-

ралледограммов.

Пусть ?CBG = ZBAE = а • ляя определенности, ot ? п/2.
На продолжении отрезка /1В отложим отрезок ВР ™АВ

(см. рисунок). Очевидно, треугольник BDP равенАЕВ

и, следовательно, подобен треугольнику BGC, т.е.

гРВО = а и BP/BD = BC/BG. Отсюда следует, что

последовательно выполняя поворот вокруг В на угол а

D

(иа нашем рисунке
— по часовой стрелке) и гомотетию с

центром В и коэффициентом k, мы переведем точку D в

Р, G в С, а значит, прямую DG в PC. Поскольку при
нашем повороте все прямые поворачиваются на угол а,
а гомотетия переводит любую прямую в параллельную
ей, угол между DG и PC равен а. Остается заметить,
что отрезок ВМ параллелен PC как средняя линия в

треугольникеАРС.

В.Дубровский

М1506. Докажите, что любой отрезок числовой оси
можно разбить иа несколько черных и белых отрезков
так, что суммы интегралов а) от любого квадратного
трехчлена, б) от любого многочлена степени не выше

п по белым и по черным отрезкам равны.

Докажем индукцией по п. что существует разбиение от-

отрезка [я,б] каперные и белые кусочки, при котором сум-
суммы интегралов по черным и но белым кусочкам любого

мнО1Ч>члсиа степени ис выше л равны.

Заметим, что достаточнодоказать этодля какого тоол

кого отрезка скажем [0; l], поскольку при линейном

преобразовании jc -> а + [о - а)х степень многочлена н

свойства разбиения сохраняются.
При л * 1 достаточно разбить отрезок на четыре равных

кусочка, крайние объявить черными, асредние
— белы-

белыми (рнс 1)
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точнее,

Рис.1

Предположив, чтодля многочленов степени » — 1 утвер-
утверждение доказано, рассмотрим многочлен степени и

/>„(*) = ох"+ Яя_,(х)
на отрезке [-1; l]. Разобьем отрезок [0; I] так, как требу-
требуется для многочленов степени п — I, а разбненне [-1; 0]
возьмем симметричным ему относительно 0, если л не

четно, и — симметричным с. заменой цнетл (черного на

белый н обратно), если л четно (рис.2). Тогда для
Р„ \{х) суммы интегралов равны па кажлой половине

[-1:0] и [О; 1], а для ах* сокращаются интегралы по ку-
кусочкам , симметричным относительно 0.

Замечание. Конечно, индукцию можно начать и с п = 0,

разбив отрезок пополам — на черный н белый.

Г. Кондаков

М1507. ЧетырехугольникAHCD описан около окруж-
окружности с центром О; М — основание перпендикуляра,
опущенного из О на прямую АС. Докажите, что точка

Оравноудалена от ВМ и DM.

Мы. вопреки обыкновению, приведем решение задачи с

помощью метода координат. (Подписчики журнала мо

гут сравнить его с геометрическим решением в книге

«Московские математические олимпиады 60 лет спустя»
- приложении к предыдущему номеру; задача предлага-

предлагалась 11-классннкам на отборе па Российскую олимпиаду
в 1995 году. Заметим, что нередко в условиях дефицита

времени лобовое аналитическое решение
— спасательный

круг 4Профессноналов»-олимииалников.) Единственное,
что нам потребуется — формула для расстояния р отка-

откачала координат до прямой Ах + Ну + С - 0:

p = |cl/V/t' + ?tf. (i)

Выберем систему координат с началом в центре круга О

так. чтобы прямая АС была параллельна осн Ох, ради-
радиус круга примем за 1; остальные обозначения показаны

на рисунке (а > 1, с > 1, у > 0. у' < 0. - 1 < Л < I). Для

решения задачи достаточно доказать, что прямые ВМ и

ОМ имеют одинаковый (по модулю) наклон к осн Ох

А(-а. Л)

y-h= y'-h
X X'

B)

(случай, когда М —

середина АС, х = х' - 0. очевиден).

Уравнения прямых АВ и СВ удобно записать в виде

= p(y-h)t

(Урм—yq — их угловые коэффициенты).
Согласно A )р условие их касания с кругом:

(а + phJ = 1 + р2. (с + qhJ - 1 + q\

C)

D)

E)

или

;>2(t - А2) - 2aph - (а2 -1)« 0,

откуда (поскольку р > 0 , q > 0)

Р-
1-й2

F)

Решая систему уравнений C), D), найдем

p+q p+q
i

p+q

где

d = - A2).

Pi/./)

Из той же системы уравнений C), D) находятся дг',

tf -Л и их отношение,
— только вместо положительных

корней р, q уравнений E) надо взять отрицательные,

т.е. поставить минусы перед радикалами в (€). Отсюда

следует B): ведь d лишь изменит знак!

Н.Васильев

М1508. Геологи взяли с собой S0 банок консервов. Мас-

Массы всех банок известны (имеется список) и различны.
Этикетки на банках потерялись, и лить один завхоз

знает, где что. Онхочет доказать это окружающим,

используя только список и чашечные весы со стрелкой,
показывающий разность весов грузов на одной и другой
чашке. Докажите, что он а) можетсделать зто за че-

четыре взвешивания, б) не может за три.

а) Для простоты рассуждения завхоздобавляетодну

пустую банку (массой 0) и включает ее в список.

Первое взвешивание он организует так: на одну чашку

он кладет 27 самых тяжелых банок, а на другую
— 27 са-

самых легких (он знает, какие банки нужно для этого

взять). Получается разность, наибольшая из всех воз-

возможных. Остальные члены экспедиции должны при-

признать, что разбиение на три группы B7 самых тяжелых,

27 самых легких п 27 остальных) проведено правильно.
Завхоз помечает банки буквами <т>, «с» и «л» (тяже-
(тяжелые, средние н легкие).

Второе взвешивание и последующие организуются ана-

ло! ичным образам. Пусть банки после fc-ro взвешивания

разбиты уже на 3* групп но 3*** банки, помеченных не-

некоторым словом из ft букв 4Т», «с» и «л»- Из каждой

i руины берется треть самых тяжелых троек и треть са-

самых легких; тяжелые кладутся на одну чашку весов, лег-

7 Книг .М- I
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кие на другую. В результате каждая треть каждой

группы определяетея однозначно и образует i руину сле-

следующего ранга, а банки намечаются еще однойН бук-
буквой 4Т>, 4С» ИЛИ 4Л».

После четвертого взвешнвания группы будутсостоять нз
од>юй банки; при этом все байки помечаются словом нз

четырех букв. Четверка букв олиозкдчноукзяыиает, с

какой банкой мы имеем дело, н задача завхоза решена.

б) Пусть проведено три взвешивания. Каждая банка при
первом взвешивании либо оказалась на той чашке весов,

которая перевесила, либо па более легкой, либо находи-
находилась в стороне. В зависимости от этого пометим банку
одной из фукп «г», «с», «л» («с» означает что банка не

взвешивалась) Аналогичнымобраюч, гтавн.ч утн буквы
в результате второго и третьего взвешиваний. Слов на

трех букв всего 27, а банок — 80. Значит, найдутся но

меньшей мере две банки с одинаковой маркировкой. Это

означает, что мы не подучили никаких гьеденнй, кото

рыс позволяют различить эти дне банки между собой,
так чтотрех взвешиваний недостаточно.

Замечание. 7 очно так желля NfanoK можнодоказать,
что наименьшее число в^вешиваннн. необходимое для их

идентификации, равно наименьшему целому числу, не

меньшему log, N. Г>го — пример задачи где подсчет «ко-

«количества информации» (пункт б) решения) дает совер-
совершенно точную оценку.

II. Константинов, А.Толпшо

М1509. На плоскостирасположено насколько точек»

соединенных непересекающимися дугами. Накаждой
дуге написано одно из чисел 1,2. 3. Пусть е каждой
точке сходятсяровно три дуги, занумерованныхраз
ними числами. Припишем каждой точке знак + или , в

зависимости от того, в каком т^ядке — по часовой

стрелке или против встречаются номера 1,2,3 ехо-

дящих в нее дуг. Докажите, что разность между чис

лом положительных и отрицательных точек делится
на 4.

На рисунках I,2 изображены простейшие карты, удов-

удовлетворяющие условию задачи, с двумя и четырьмя точ-

точками (вершинами карты); положительные вершины
обозначены черными кружкам», стрндотгльные белы-
белыми. Разность d между числом icx и лру| их в первом

случаерлвманулю, повтором
-

четырем. I^yMeerc-я,
число л вершин такой карты всегда четно (поскольку в

каждой вершине сходится три дуги, оно в трн раза мень-

меньше удвоенного числа дуг). При « = 2 такая карта су-

существует лишь одного вида, изображенного на рисун
кс1.

Докажем утверждение задачи индукцией по числу вер-

вершин: считая, что для карт с числом вершин меньшим п

уже доказано, что разность dделится на 4, докажем, что

это верно н для карты с п вершинами. Для этого мы по-

покажем, как можно локально изменить карту — убрать не-

несколько соседних вершин, не меняя остальных вершин н

связывающих их дуг, н убедимся, что d при этом меня

стгя на величину, кратную Л.

Заметим, что если карта несвязна, т.е. состоит из двух
или нескольких отдельных кдрт, между которыми нет

дуг, то утверждение достаточнодоказатьдля каждой

святой компоненты. Поэтому можно считать, что мы

рассматриваем связную карту с п вершинами п > 2.

Рассмотрим сначала случай, когда в связной карте име-

имеются н белые, и черные вершины. Тогда найдется ребро,
соединяющее черную и белую вершину. 11а рисунке- 3

РйсЗ

показано, как можно убрать эти лвс вершины и соеди-

соединить концы двух пар приходящих к ним дуг,
— чтобы

полученная карта сп
— 2 вершинами вновьудовлетворя-

удовлетворяла условию задачи. При этом разность d не меняется

Осталось рассмотреть случай, когда все вершины карты

одного цвета, скажем, черные. (Заметим, что в такой

картелугн ограничивающие какую-либо «страну* за-

занумерованы периодически: 1, 2, 3, 1, 2, 3 такчто
чнгло вершин страны кратно трем Можно покалагь, что

втакойкартеобязательиоестьтреугольцалстрана, — но

мы ие будем чтим поль.юватьгя.) Редукция — переход от

карты с п вершигммм к карте с я — 2 вершинам» — пока

tana на рисунке 4. Здесь вместо трех черных вершин од-

одной страны, идущих подряд, появляется одна белая вер
шнка, так что разность d которая для исходной карты
равнялась л становится равной (п — 3) — 1 »д — 4, т.е.

есть меняется на 4.

Рнс4
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У этой задачи есть более изысканное решение, связанное

с раскраской карты, расположенной на сфере, в Л цвета.

Особенно наглядно его можно объяснить для второго нэ

рассмотренных выше случаев (черных вершин): неход-

неходкая карта допускает непрерывное отображение, сохра-
сохраняющее ориентацию (накрытие), на простейшую карту
на сфере нз четырех треугольников (см. рис.2), при ко-

котором вершины переходят в вершины, а каждое ргбро
карты отображается на ребро с тем же номером; при
этом rf/4 равно степени накрытия (числу слоев). Имен-

Именно нз исследований, связанных с теоремой о четырех

красках, и возникла в свое время эта задача (см. статью

Э.Г. Ьслаги 4Арифметика на географической карте»,
« Квант» >& 4,1974; в то время доказательство теоремы о

том, что каждую карту можно раскрасить в четыре крас-

краски, еше не было получено).
И.Иасильев

М1510. Докажите, чтосуществует
а) хотябы одно составное число п такое, что

З" - 2" делится на л;

б) бесконечномного таких составных л.

Чтобы формулировка показаласьболее естественной,
достаточно вспомнить малуютеорему Ферма (МТФ).
Из нес следует, что при всяком простом р

> 3 число
3*-> - 2*-1 ={ЗГ-1 - 1) - B* -1) делится на р.

Конечно, из решения 6) будет следовать а). Однако есть

много подходов, дающих решение а), которые, по-види-

по-видимому, не велут к решению б). Укажем три из кнх. (Всю-

(Всюду используется тот факт, что при целых а > b н л, де-

делящемся на k, ащ - Ьщ делится на о* - Ь*.)
1) Попытаемсянайти такое р, что З^ - 2Л~' делится на

р2. Число п — р2 окажется искомым. В самом деле,

3^-> _2^-' =CР"|)Р*1 -B**1I*1 делится на З^'-г**1.

При р = 23 имеем:

2) Лемма1. Пусть l,k простые числа, t*k,
3м -2м делится на k. З*1 -2*1 делится на I Тогда

3м -2м делится на kl

Для доказательства леммы достаточно показать, что

()()
делится на I. Согласно МТФ, C*) -C*)лслнтся на I;
аналогичнодоказывается делимость на I выражения

2w-i_2*-i
Возьмем /-5,тогдаЗ1 -2' = 13-5. Рассмотрим ft- 13;

тогда З* -2* = Cе - 2*ХЗ* * 2А). Но За + 23 делится на

3 + 2 ¦ 5. Значит, по лемме, можно взять л « klm 65.

Аналогично при I - 7 н k ~ 19 получаем л - 133.

3) Ясно, что искомым является лк>6ое составное число

п = 3" - 2™ такое, что 3" - 2™ — 1 делится на т.

Этаделимость имеет место, ках видно из МТФ, при лю-

любом простом т: действительно.

3" - 2" - 1 =C* - 3) - B* - 2). Следовательно, достаточно
найтн простое р, для которого Зр - 2Р - составное число.

Положим р
= 11 (см. первое решение). Составное число

получается н при р
= 7:37 - 27 = 2059 = 29-71.При (со-

(составном) т = 4 получаем число 65, также удовлетворяю-
удовлетворяющее условиям задачи (ср. со вторым решением).
Замечание 1. Нетрудно показать непосредственно, что

л = 65 наименьшее число, удовлетворяющее условиям
задачи.

Замечание?. Идея этого решения может быть применена

и к другим задачам теории чисел, связанным с вопро-

вопросом: верна ли теорема, обратная к МТФ? (См. статью

И.М.Яглома «Почти простые числа*, «Квант» W» 9,

1981.)

Наименьшее составное п такое, что 2""' — 1 делится на л,

равно 341. Покажем, как можно без труда найти это чис-

число. Заметим, что лемма 1 верна, если вместо 3 и 2 взять

любые натуральные числа а > Ь. Положим а ш 2, Ь = 1;

/=11, тогда, поскольку при /=11 имеем: 210 -1= 1023 =
я 33-31 и 230 - 1 делится на 210 - 1, достаточно взять

* = 31,п = /*=П 31 = 341.

Существуют составные т такие, что У — 3 н 2я - 2 оба

делятся наш. Примеры: 1105- 5-13-17; 2701 = 37-73.

А наименьшее составное т такое, что 3я - 3 и 2* - 2 де-

лятсянат, — число 561 = 3-11-17 — знаменито тем, что

оно служитделителем д541 - а для любого целого а.

Однако неизвестно, существует ли бесконечноечисло со-

составных чисел п, являющихся делителями одновременно

Приведенные факты позволяютдать и «лобовое» реше-

решение задачи: указать составные п такие, что числа З*'1 -1
н 2я '

— 1 оба делятся на л. Наименьшим из таких чисел

является л = 1105. Делимость 2IIW -1 на 5, 13 и 17 легко

доказывается непосредственно, аделимость 3I1W -1 на

эти числа — с помощью МТФ.

11ерейдем теперь к решению б). Оказывается, для этого

достаточно развить идею, использованную выше втреть

ем решении пункта а): взять п ¦ З7* - 2* , где t ? 2. Оче-

Очевидно, числа п составные. Для доказательства делимос-

делимости достаточно доказать, что я — 1 делится на 21, или что

З7* - 1 делится на 2/.

Лемма 2. При исех натуральных t число 3* -1 делит-
делится на 2'*'.

Докажем это по индукции.

При / = 1 утверждение очевидно; пусть око верно при

t = /. Имеем: З7 -1 =C* + iVs2* -1). Первый сомножи-

сомножитель делится на 2, второй на 2Ui. Утверждение дока-

доказано.

Совершенно аналогично доказывается, что можно ваять

также п я Зу - 2*. где t ? 2 (поскольку при всех целых

12 0 число 2У +1 делится на З**1).

В.Сендеров
Ф1518 На гладкой горизонтальной плоскости стоит

вертикальный столб радиусом R При помощи длинной
тонкой нити длиной L к столбу привязана маленькая

шайба. Вначале шайба лежит на плоскости, и нить на

тянута. Шайбе придают толчком скорость v0 перпен-

перпендикулярно нити, и она начинает двигаться вокруг

столба, наматывая на него нить. Трения нет. Нить

привязана к столбу внизу — около поверхности, по ко

рюроп скользит шайба (рис. 1). Через какое, время вся

нить намотается на столб?

¦\

Рис
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Скоростьдвижения шайбы но модулю меняться ис дол-

должна — никаких сил которые могли бы совершить работу
и увеличить кинетическую энергию шайбы, тут нет.

Найдем авнеимость изменения длины нити от времени.

Углы Д(р между рипусами ОЛ и ОЛ, и между отрезка-
отрезками AM и AtM одинаковы (рис.2). Для малого проме-

промежутка времени можно записать

откуда следует

Суммируя обе части равенства, получаем

tfbb^ufj = Х'-Л'- * или Rv°x = Т"
Таким образом, вся нить намотается на столб за время

А.3илъберман

Ф1519 Иа шероховатом горизонтальном столе нахо-

находится куб массой М, к которому прикреплен блок

(рис. 1). Через блок перекинута ле/кая нерастяжимая
нить. К нити подвешен груз массой т

— в состоянии

Puc.t

покоя он касается стенки куба, а участок нити, при

вятпнып к грузу, вертикален. За свободный конец
нити тянут в горизонтальном направлении, прикла-
прикладывая силу F. При какой величине этой силы ускоре
ние куба по горизонтали составит а? Коэффициент
трения ме.жду кубом и плоскостью, а также, между
стенкой куба и грузом равен д.

Рассмотрим случай, когда груз едет вверх (рнг.2), при
этом его вертикальное ускорение Ьлчя нашего решения

несущественно. Груз движется нверх (при нулевой на-

начальной скорости), если

lio горизонтали на груз действует только сила pea

F

% *

N <

t

г

\

\

fF

F
^

mg

Рнс.2
Mg

i 9 9 fi / .V i

кции N, поэтому
N ш

Для силы трения справедливо соотношение

Тогда условием движения груза вверх будет

F «? тд + \irna.

Для куба (рис 3) можно записать такие равенства:

F-N-F^^Ma.

Отсюда находим

(Л/ + т-цаи

Рели сила F мала, то груз либо булст ехать без про-
проскальзывания относительно куба, либо будет скользить
вниз. U последнем случае нужно будет изменить направ-

направление силы трения на противоположное, а случай дви-

движения куба и груза как единого целого совсем неслож-

несложный. Во всех случаях нужно исследовать условия дви-

движения (тина: при каких отношениях т/М возможно

движение груза вниз хотя бы при какой-нибудь величи-

величине силы F) — это очень нудное, хотя и полезное занятие.

Желаю успехом.
А. Сашин

Ф1520. На гладком горизонтальном столе лежит ган

телька. состоящая из двух маленьких шариков, массы
которыхМ и М/2, скрепленных жестким невесомым

стержнем. Еще один маленький шарик массойМ дви-

движется по столу перпендикулярно гантелъке и полета

ет на шарик М гаптелъкн точно *в лоб*. Происходит
абсолютно упругий удар. Как движется гантелька пос-

после удара? Произойдет ли еще хотя бы один удар шари-
шарика и гантельки? Пусть теперь налетающий шарик име

ет массу т. При каких соотношениях между тиМ
произойдет второй удар?

Пусть налетающий шарик имеет массу т и перед ударом
движется вправо со скоростью v (ркс. 1). Обозначим его

ом сх 9
1/3

21/3

м/г \ )

Рис

скорость после удара ц, а скорость столкнувшегося с

ним шарнкл гантелькн — щ (второй шарик гаителькн в

этом ударе участия не принимает). Тогда

Рис.
mv= mut + Ми2,

mv2 Mu]
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или, обозначив Mjm = у,

Отсюда

и, =¦ v

1-

'7+7'
Центр масс гантелъки после удара летит вправо со ско-

скоростью

Ми. 2 2 4v
3 3A +у)"

Кроме того, есть вращение относительно центра масс с

угловой скоростью

Для ответа иа следующие вопросы перейдем в систему

отсчета, кото]>ая едет вместе с центром масс гантелькн
—

в ней гантслька просто вращается. Ил геомегрин (рнс.2)
ясно, чтоугол поворота до «критического* положения,

когда может произойти второй улар, составляет 120*.
т.е. время между ударами равно

Скорость налетавшего шарика в этой системе отсчета

равна

Y) Ли
и.
- и = -

1 + Y 3A +у) 1+7
"

Если

t + Y 3v

то удара нет. Таким образом, второго удара не будет
при

4
Ясно, что при т~М (как в периой части условия) уда-
удара заведомо не произойдет.

З.Рафаилов

Ф1521. СосудДьюара содержит жидкий гелий-4. Из-за

несовершенства теплоизоляции снаружи « дьюар *на-

текаетртепло — егомощностьN
= 30 мкНт.Дгя под

держания температуры гелия постоянной произво

дит я непрерывная откачка паров насосом, присоеЭи
псиным к сосуду широкой трубкой длиной 1= 1 м. Тем-

Температура паров на выходе трубки (у входного отверс-
отверстия насоса) практически комнатная. Скольколитров

пара в минуту должен откачивать насос, чтобы под-

поддерживать в сосуде температуру ТЛ
— 1 К? Во сколько

раз нужно повысить производительность насоса, что-

чтобы поддерживать температуру 7^ я 0.5 К? Дав тение

насыщенных паров гелия при 1 К составляет pt=
" 16Па, при0*5К — p-t = 2.2-10~3 Па. Теплота испаре-
испарения гелия гш92Дж/молъ, диаметр молекулы гелия

d~ 2- 10~ю м, масса 1 моля гелия М = 4 г/моль.

Оценим длину свободного пробега для насыщенных па-

паров в обоих случаях (для обеих температур):

1МГЛ ndJp
(здесь п -

концентрация молекул, А — постоянная Боль-

цмама). В первом случае газ не слишком разрежен, поэ-

поэтому давление в трубке можно считать во всех местах

одинаковым. Тогда испаряющийся за одну минуту гелий

займет при комнатной температуре 7^ - 300 К объем

30V
Р r Pi

Если бы условия откачки при температуре Тг были теми

же откачиваемый объем пришлось бы увеличить в

[pi/PiYTzfTi)ш 4000 раз. Однако при длине свободного

пробега 12 газ ведет себя как очень разреженный, поэто-

поэтому давление в месте откачки получится иным. Его мож-

можно оценить из условия равенства потоков молекул:

или

"я

откуда

т.е. давление откачиваемого газа равно

Таким образом, откачиваемый объем придется еще уве-

увеличить. В общем, это не получится.
С.Джосюк

Ф1522. Вертикальный теплоизолированныйсосуд за-

закрыт тяжелым подвижным поршнем массой М. На

поршень сверху помещена гиря массой т, под поршнем
ъшхадится некоторое количество кислорода при темпе-
температуре Т$. Гирю снимают и ожидают некоторое время
— пока поршень полностью неостановится. После это

го ее аккуратно ставят на поршень. Найдите высоту,
на которой поршень окончательно остановится. На-

Начальное положение равновесия поршня с гирей нахо-

находится на высоте И над дном сосуда. Поршень движет-

движется без трения, теплоемкостью поршня и стенок прене

б{н>чъ, наружное давление не учитывать.

При нарушении условия равновесия поршень начинает

совершать колебания. Энергия этих колебаний будет пе-

передана газу в процессе установления равновесия, поэто-

поэтому уравнением адиабатического процесса здесь пользо-

пользоваться нельзя.

После того как мы убрали гирю» поршень поднимется и

остановится в новом положении равновесия иа высоте

Л,, поэтому можно записать уравнения состояния газа в

виде

rncS площадь сечения сосуда, 7,
— новая температура

газа. Кислород - двухатомный гая, следовательно, за-

закон сохранения энергии булет выглядеть так:

Полученную систему из трех уравнений легко решить:

После того как мы снова поставили гирю на поршень,
новое положение равновесия на высоте Л, определится

И Наин. .4
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из соотношений

(M + m)gh2 = vKT2l

Отсюда

М "Л/

Напомним, что налсистемой совершили работу внешние
силы — гирю мы убрали на высоте Н, а обратно поста-

поставили на высоте А,.
А.Згхльберман

Ф1523. Три маленьких шарика, массы которых т, Ми

т, заряжены одинаковыми зарядами Q (см. рисунок).

т М

Средний шарик, массой М привязан к двум другим ку-
кусочками легкой нерастяжимой нити длиной I каждый.

Системалежит на гладком горизонтальном столе.

Среднему шарику толчком придают скорость Vq в на-

направлении, перпендикулярном к нити. Каким будет
наименьшеерасстояние между шариками т в процессе
движения? Какойможет быть скорость шарикаМ в

темоменты, когда все шарики снова оказываются на

одной прямой?

В тот момент, когда шарики m находятся на минималь-

минимальном расстоянии друг от друга, все три шарика будут
двигаться с одинаковыми скоростями v:

(M + 2m)v. v

Расстояния между шариками т и средним шариком не

изменяются, значит, меняется только энергия взаимодей-

взаимодействия между крайними шариками. Если обозначить ми

нималыюс расстояние между ними через х, то можно за-

записать

kQ7 kQ7
"^ Г

откуда, с учетом полученного выражения для скорости
v,найдем

2/

Скорость среднего шарика в тот момент, когда все шари-
шарики снова окажутся на одной прямой, определяется нз

простой системы механических уравнении (энергия
электростатического взаимодействия не изменилась по

сравнению с начальной):

=

^ ~2
'

Система такая же, как при расчете абсолютно упругого

удара. У этой системы два решения, поскольку одно из

уравнений квадратное. Выпишем их:

1

= », 1т

1+ М
'

2m

Поочередно реализуются оба решения.

Р.Александров

Ф1524. Вольт амперная характеристикалампочки на

калинания приведена на рисунке 1 (при напряжениях
больше 3 В лампочка перегорает). Из двух лампочек и

двухрезисторов сопротивлением 10 Ом каждый соби-

собирают схему, показанную на рисунке 2. Между точка-

точками А и Б подключают источник питания и начинают

плавно увеличивать ею напряжение. Между точками

ВиГ подключают вольтметр и фиксируют его показа-

показания. Нарисуйте график зависимости напряжения
вольтметра от напряжения источника. При каком на

пряжении источника лампочкимогут перегореть? Со-

Сопротивление вольтметра велико.

0.3-

0,2

0.1-

_{—

Г —I—

В Г-

и, в

Рис1 Рис 2

Нарисуем на одном графике вольт-амперные характе-
характеристики лампы н резистора сопротивлением 10 Ом

(рис.3). Сумма напряжений лампы и резистора при

l.Ai

Рис.3

и, в
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любом значении тока цепочки дает напряжение источни-

источника. Построим теперь искомый графин по точкам (рис 4)
— задавая значения тока цепочки, найдемдля каждого

такого значения сумму напряжений лампочки и резисто-

резистора (это будет напряжение источника {/„ ) и разность на-

напряжений (показания вольтметра (/„). Пример: ток

О 1А дает суммарное напряжение я

= 1 5 В, а разност-
разностное U, -0,5 В, ток 0.2 А даст Vn =4 В, 1!я

= Он т.д.
Видно, чтотоку «перегорания» 0,21 А соответствует на-

напряжение источника чуть больше 5 В — примерно 5,2 В.

АЗильберман
Ф1525. Вольт-амперпаАхарактеристикадиодае пря
мем направлении изображена на рисунке 1, в обрат-
обратную сторону диод совершенно не проводит. Собрана
схема из двух резисторов сопротивлением по 500 Ом и

Рис1 0.5 1 1,5 2 аВ

четырех диодов (рис.2). К точкам А и В схемы под-

подключают выход источника переменного (синусоидаль-
синусоидального) напряжения. Нарисуйте график зависимости от
времени напряжения, измеренного между точками В и

Г. Рассмотрите три случая
¦ амплитудные значения

переменною напряжения источника равны 1 В, 2 В и

2,5 В.

Начало решения этой задачи очень похоже на решение

предыдущей задачи — построим зависимость напряже-
напряжения между точками В и Гот входного напряжения, при-
приложенного к точкам А и Ь (рис.3 н 4). Остальное

Рис 1 1,5 2 U,B

Рьк.5

Рис.6

понятно из рисунков 5,6 и 7 (для амплитудного значе-

значения напряжения источника 2 В сделайте рисунок самос-

самостоятельно).

Л.Зилъберман

Ф1526. К батарейке, напряжением 1/с подключены пос-

последовательно соединенные конденсаторы емкостью Си р*с. 7

2С(до подключения конденсаторы не были заряжены).

-0,5

(Продолжение см. на с. 34)



КАЛЕЙДОСКОП «КВАНТА»

Земля постояннодвижет-

движется, но люди этого не знают;

они, как команда на закры-
закрытом судне, этого не замеча-
замечают.

Лося Хун II — I вв. до н.э.

В море из порта идем
И ОТХОДИТ

и земли, и грады.

Вергилий, 1 в. до н.э.
i Земля находится в

центре Вселенной.

//. Земля неподвижна.
Ш. Все небесные тела

движутся вокруг Земли...

Постулаты Птолемея, II в.

А ТАК ЛИ ХОРОШО ЗНАКОМА ВАМ

относительность?
ТУ* АК ННЛИТК, понятие относи

Т\ телъноапибудоражилоумы и ки
J- \/тайских астрономов, иримских
поэтов, и выдающихся еапестпвоиспы

лютелепмногихстран. Оноаолновалои

в дремюсти, ивсреднш*веха, и сегодня.

Квсаетсяонохакслчыхпривычных, обы-

обыденных, жмныхявлений, такивопросом
связанных с устройством гшилеюмира в

цеъом. Ьалеетого, возникнувпри попыт-

попытках описания простейших видов движе-
движения, оно 41цюросло* в самые фундамен
тельные проблемы современной науки,

застаеивпгресмотретьмногир. казалось

бы, незыблемы? ее положения Можно

смело скаэатъ^ что относительность

краснойнитьюпроходит чгргзвсюисто
рию физики. А таких понятий, согласи

гпесьш пенного.

Чтож, попробуем проверить, наскаль-

коэтопонятиеужеухо^уснилось в&аыгм

СОЗНФОШ,

Вопросы изадачи
I. Так все-таки что же движется:

Земля вокруг Солнца или Солиие во-

вокруг Земли?

2 Какую форму имеет траектория

центра Луны?
3- Какова траектория движения то-

точек винта самолета но отношению:

а) к летчику; б) к земле?

4. На рисунке показана траектория
капли дождя па окне вагона поезда.
Можно ли сказать, кула движется по-

поезд?

5- Камень, брошенный вертикально
uiiepx. первую половину пути движет-

движется замедленно, а вторую
-

ускоренно.
Означает ли это, что в первом случае
его ускорение отрицательно, а во вто-

втором положительно"*

6. Изтрубилстдым.Подхваченный

ветром, он тянется длинным шлейфом
от каждой трубы. Могут ли даа дымо-

дымовых шлейфа пересекаться?
7. Вкаком случае летчик реактивного

самолета можел рассмотреть пролегаю-
пролегающий недалеко от него артиллерийский
снаряд?
8. Эскалаторметро движется виерх

со скоростью 0.75 я/с. С какой ско-

ролью должен передвигаться но нему

пассажир, чтобы опускаться вниз со

скоростью пассажиров, неподвижно

стоящих на встречном эскалаторе?
9. Мячбросили вертикально вверх

со скоростью ц>. Когда он достиг вы-

высшей точки подъема, из того же на-

начального пункта с той же начальной

ско]>остью бросн, и вверх второй мяч.

Какова скорость мячей друг отиосн-

трлыю друга?
10- Могут ли две точки А н В

двигаться в одной системе отсчета по

параллельным прямым, а во второй — по

показано на рисунке. На платформе
стоитнабиодатедьИ. казскле наблю-

наблюдатель В, при
чем ОВ вдвое
больше ОА Н

момент, когда q

11. Пореке плывут рядом с одной и

той же скоростью плот и лодка. Что

потребует от гребца лодки меньших

усилий: отстать от плота

на 1.*> метров и in обогнать
его на 15 метров?

12. Почемусамолеты
почти всегда взлетают и

садятся на взлетную по-

полосу против ветра?
13. Самолетлетит но

замкнутому маршруту

Москва Курск Моек-
ва на побитие рекорда > * *

скорости. В течение все-
всего полета дует постоян-
постоянный ветер но направле-
направлению Москва — Курск.
Улучшится или ухудшит-

ухудшится рекорд из-за ветра?
14. Круглаягоризон-

горизонтальная илатфорчаыраща-
ется вокруг своей оси. как

занималуказан-

указанное положение

ои движется на

наблюдателя В
со скоростью 1 м/с. Скакойскоростыо
движется вэтотмоментнаблюдатель В
относительно набтолате тя А7

15. Мальчикстреляет из гшевча

тического ружья находясь на платфор-
платформе поезда, движущегося со скоростью

30 м/с. Скорость вылетапули кэ ружья
также 30 м/с. Будет ли пуля обладать
кинетической энергией?

16. Груз,висящий на длинной нити

(отвес), притягивается не только к Зем-
Земле, но н к Солнцу. Не должен ли он

утром слегка отклоняться к востоку, а

вечером
— к западу?

17. Придвижении друг отиоентель

но друга двух расчесок с различной
частотой зубьев можно наблюдать п -



Абсолютноепространство
по самой своей сущности
безотносительно к чему бы

то ни было внешнему, оста-

остается всегда одинаковым и

неподвижным.

Исаак Ньютон, XVII—XVIII вв.

... сотнираз, сидя в своейкаю-

каюте, я спрашивал себя, движется
корабль или стоит неподвижно.

Иногда... я полагал, что корабль
движется в одном направлении,

тогда как движение его шло в

сторонупротивоположную.

Галилео Галилей. XVf—XV1I вв.

... если мы сообщим Земле
какое-нибудь движение, то это

движение обнаружится таким

же и во всем, что находится

вне Земли, но только в проти-

противоположную сторону, как бы

проходящим мимо...

Николай Коперник. XVI в.

ремещающметя темные н светлые пол-

полосы. Способно ли это перемещение

происходить со скоростью, большей

скорости света?

18. Один иэсзмых удаленных косми-

космических объектов называемых квазара-

квазарами, удаляется от Земли со скоростью,

рапной половине скорости света. Он

испускает регистрируемый на Земле

свет Чему равна скорость этою света

относительно нас?

Ми роопыт
Сидя в нагоне поезда, понаблюдайте да

встречным поездом- Почему сразу пос-
после сто прохождения кажется, что ваше

д иженнере козамедли ось?

Любопытно,что...
...наблюдая за светилами, сам Птоле-
Птолемеи указывал, что суточное их

донжониг может быть объяснено как

вращением Земли, так и вращением
всего ¦« мира».

...система Коперника была революци-
революционным шагом не только по отношению

к церкви (Земля и человек перестали
быть центром Вселенной), ио и с точкн

зрения механики
- никогда еще относи-

относительность движения не нспольэова тась

для решения конкретных задач.

...своим классическим принципом от-

относительности Галилей отвечал на кри-

критику перипатетиков
- последователей

Аристотеля. Те считали, что Земля

неподвижна, посколькулетящиептицы

не отстают от нес. дальность стрельбы
орудий на запад не больше чем на

восток, тяжелые тела надают по верти-

ка 1н л не наклонно н т.д.

...в кабине поднимающегося с ускоре-
ускорением лифта горизонтальный луч света

Два события, одновременные
при наблюдении из одной коор-
координатной системы, уже не вос-

воспринимаются какодновременные

при рассмотрении из системы,

движущейся относительнодан-
данной системы.

Альберт Эйнштейн, XX в.

испытывает параболическое искрив-
искривление, как еслибы на него действовало

только грашгтациоиние поле, cho лишь

один из примеров, приведших к сомне-

сомнениям о всеобщности применимости ев-

евклидовой геометрии н построению тео-

теории относительности.

.. .согласно специальной теории от-

относительности, угол между диагона-

диагоналями квадрата, движущегося вдоль

одной из своих сторон со скоростью

270000 км /г, достигает 48" за счет

сокращения этой стороны.
. .Лоренц автор уравнений, поло-

положенных в основу специальной теории

относИТСЛМ1ОПГН. так и не смог воспри-

воспринять основи ю мысль Эйнштейна oft

относительном характере одновремен-

одновременности До конца жизни он пытался

отстоять возможность существования
абсолютною времени.

... поразительный пример замедления

времени предстойляет распад косми-
космического мюона. (Мюон — отрицательно
заряженная частица с массой, в 207 раз

ггревышаюисен массу электрона ) Вре-
Времена его жизни в собственной системе
отсчета и в системе земного наблюдате-
наблюдателя отличаются в несколько раз.

...важнейший для теории относитель-

относительности опыт Майкельсона Морлн про-
проводился с помошьюоптического интер-

интерферометра. Г>тот приборбыл настолько

чувств ии-лен, что мог обнаружить раз-
различие во времени распространения све-
света на пути лишь в несколько метров, т.е.

всего 10~16 с. Обратите внимание —

опыт проводился в 1881 году, когда ис

бы ю никакой электроники или ком

пьютероь!

Что читать в -Кванте- об

относительности
(публикации тнкледних лет)
1. +Oмашине лремегш и теории отпоси

тг1ънгн,ты* 1Чвй. Jv»3. с. 44;

2. «Относительностьдвижения* — 1989

Ni ». с. 4Ь";
I. «Системы отсчета в ладачах мехами-

ки* - 1990. .М* 2. с. 62;
4. *Когда ликдод все яертитсм* 1992.

№9. с. 45:

5. *МистерТомпкиис*СтранеЧудес*
—

199ХМИ/2.С. 4К;
6. «Кинематикапа карусели* 1У*М

J*5. с. 41;

7. «lfjHKV/юйяылодформулы к пи. » -

1995. К> 1. с. Ю;
К «Парадоксы постоянного лапшлиюго

пыл» - 1995. ,43. с. 36:
9. «Знезднамаберрация и meopuMvmvo-

ым щпи» IWS..4 4. с. 10;
10. *J*tiMtmторможением* 1995, J* в,

с. 4Ь.

Материал подготовил
АЛеиноаич
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КВАНТ

Параллельно конденсатору2Св некоторый момент

присоединят цепочку из последовательно соединен-

соединенных катушки индуктивностью L и батарейки на
пряжением JU0 (рис. 1). Найдитемаксимальноезначе-
значение тока через катушку и максимальное напряжение
на конденсаторе 2С. Сколько всего тепла выделится в

системес момента подключения катушки с батарей-
батарейкой? «Минусовые* выводы батареек соединены между
собой.

iLi/. X2C щ
С

Рис.} Рис.2

Б тот момент, когда ток через катушку максимален, ЭДС

индукции равна нулю, значит, напряжение конденсато-

конденсатора 1С равно ЗСФ, а напряженке конденсатора С равно

2^0. Запишем закон сохранения энергии с учетом рабо-
работы батареек:

w, =

Л, = UJ-C-2V0-|C-иЛ+3UUBC 3Ut + С 2U0).

Решая эти уравнения, получаем

При максимальном заряде конденсатора 2С заряд кон

денсатора С минимален (сумма их напряжений постоян-

постоянна и равна Со). Следовательно, в этот момент токи в

цепи конденсаторов равны нулю, а начит, н ток катуш-
катушки тоже равен нулю. Обозначим заряды конденсаторов

Q и q (рис 2) Тогда можно записать

2С CU°'
Из закона сохранения энергии с учетом работы батареек
получаем

Решая системудвух последних уравнений, находим

Итак, максимальное напряжение на конденсаторе 2С

равно

В конце концов колебания в цепи прекратятся, н напря-

напряжения конденсаторов составят 3(/0 н 2О0 (как в гамом

первом случае) Следовательно в тепло перейдет эиер

гия равная максимальной энергии катушки:

W
- 32CU*

?"
3

З.Рафаилов

Ф1527. Длинный узкий коридор освещается длинным
рядом одинаковых ламп, висящих у потолка на одина-

одинаковых расстояниях друг от друга. В одной половине

коридора лампы горят, в другой половине кто-то их

вывинтил и унес (не горят). В той части коридора,
гделампы горят, освещенность на полу изменяется

от максимального значения /„ точно под лампой до

Лж 0t9€IQ посрединемеждулампами(освещенность из-

измеряется на полу вдоль серединной оси, вдали от кон-

концов гирлянды ламп). Отражения сеетп от стен и по-

толка нет. Освещенность точно под крайнейлампой
оставляет 0,6/0. а)Найдитемаксимальнуюосвещен
ность на полу в том случае, когда останется только

одна горящая лампа, б) Какойстанетмаксимальная

освещенность на полу, если поставить горящиелампы

вдвое чаще? Чему будет в этом случае равна освещен-
освещенность в точках пола между горящими лампами? в)Ка
кой стала бы максимальная освещенность при увеличе-

увеличении вдвое расстояния между лампами и полом?

а) Найдем освещенность, создаваемуюодной лампой.

Воспользуемся тем, что точно под крайней лампой осве-

щенность составляет 0t6/o, добавим вторую «полубеско-
«полубесконечную» гирлянду 2 (нарисуем ее условно ниже, хотя в

нашем мысленном эксперименте лампы могут н совпа-

совпадать в одной точке). Ясно, что освещенность увеличится

при этом в 2 раза и составит 1,2/0. С другой стороны,
отличие от /0 как раз и составляет вклад одной лампы,

которая обеспечивает 0?/©.
б) Когда лампы расположены вдвое чаще, максимальная

освещенность будет вдали от края гирлянды точно под

какой-нибудьлампой. Но полученная конфигурация со-

состоит из двух исходных i ирлянд сдвинутых одна отно-

относительно другой. Тогда максимальная освещенность со-

составит

Рассчитать красиво освещенность вточке пола между
лампами никак не получается, ну и ие надо. Разница

между /0 и С#б/0 совсем невелика, можно приближенно
посчитать «среднее»: 0,98/0, тогда получим

Впрочем, это спорноеутверждение
—

оценку можно по-

попробовать уточнить (сделайте это сами).
в) Из конфигурации «вдвое чаще» легко получить кон-

конфигурацию «вдвое выше» — из точки наблюдения нужно
увеличить ровно в 2 раза расстояние до каждой из ламп,

при этом вое вклады в освещенность упадут в 4 раза и

получится ответ:

О.Шпырко
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Задачи
1. Укрестьянина были коза, корова и кобыла, а еще

стог cciia. Сын крестьянина подсчитал, что этого сена

хватит, чтобы кормить козу и кобылу 1 месяц, или козу
н корову 3/4 месяца, или же корову н кобылу 1 /3 меся-

месяца. В ответ на это отец заметил, что гын плохо учился в

школе. Прав ли он?

Г.Кухип

2. Настороне АВ квадрата ABCD вне него построен
равносторонний треугольник ИДЯ. Чему равен радиус

окружности, проходящей через
точки С, jD и Е, если длина сторо-

стороны квадрата равна а7

А. Савин

3. Разъезжаясь на зимние кани-

каникулы, 19 друзей-студентовдали

обещание писатьдруг другу пись-

письма. Каждый отправил из дома

Лрузьям 2 или А письма. Может

ли случиться, что каждый из них получит ровно по три

письма?

С.Токарев

4. Укажитена плоскости шесть точек, каждые пять из

которых можно покрытьдвумя квадратами сдлинами

диагоналей по 1, но все шесть нельзя покрыть двумя
кругами с диаметрами по 1.

В.ПроиЗволов

5. 100чиновников министерства были приглашены на

совещание. Кресла были расставлены в виде прямоу-
прямоугольника в 10 рядов по 10 кресел. Начало совещания за-

задерживалось, и разместившиеся в креслах чиновники

стали обмениваться сосвоими соседями сведениями об

их зарплатах. Те чиновники, которые убедились, что из

всех их соседей слева, справа, спереди, сзади и «одна

гоналям ие более одного человека получает большую
зарплату, стали считать себя высокооплачиваемыми. Ка-
Какое наибольшее число чиновников могло считать себя

высокооплачиваемыми?
А-Шаповалов

Конкурс «Математика 6—8»
Мыпродолжаем конкурс порешению математическихзадачдля учащихся 6 —в классов.

Конкурс состоит из 20 задач (по 5 в каждом номере журнала, начиная с пятого номера 1995г.) и

заканчивается во втором номере этого года. Победители будут награждены премиями журнала
«Квант*; победители конкурса илучшиематематическиекружки из принявших участив в этом конкурсе

будутприглашенывлетнююматематическуюшколу.
Решение задач из этого номера высылайте не позже 1 впреля

1996 года по адресу: 717296 Москва, Ленинский пр., 64а, «Квант» (с пометкой

•Конкурс "Математика 6 — 8»). Не забудьте указать фамилию, имя и класс.

11. По время длительного полета некоторые члены

экипажа космического корабля поссорились н перестали

разговаривать друг с другом. В таблице (рис. 1) циф-
цифрой 1 обозначено, что данные люди еще ие поссорились,
а 0 означает, что оин не разговаривают друг с другом.

Радист А узнал некоторую новость о событиях на Земле

и сообщил ее одному из тех, кто с ним разговаривает

(т.е. Г или Ж), тот еще одному и т.д. Последним узнал
новость Е. Каким путем пришла к нему эта новость?

А.Савин Рис,1
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12. У ломаной ABCDE все вер-
вершины лежат на окружности

(рис. 2). Углы в вершинах В, С и

О равны по 45е. Докажите, что

&7 2 2

В Произволом

13. Поля шахматной доски зану-

занумерованы, как показано па рисуй
рнс2 ке3. Расставьте на этой доске не-

несколько фернен так. чтобы они ие

угрожали друг другу, а сумма номеров полей, на кото-

которых они стоят, была наибольшей.

И.Акулич

14. Докажите, чтодля любого целого числа А, боль-
большего 2, найдется k различных натуральных чисел та-

таких, что произведение любых двух ил этих чисел делит-

делится на разность этих двух чисел.

Л.Курлян&чик

3 4 5

14113i 12 11

19|20!21|22
SO 29
С 1^* ^ЭТ *ЭС

35 Э6

64|63,62

28127
37138

10

44[43 42

S3J54 55

60159Г58

15. Натуральные числа а, Ь н с таковы, что

аЬ + Ьс = са.

Докажите, что наибольший общий делитель чисел а и с

равен сумме наибольшего общего делителя чисел а н Ь с

наибольшим общим делителем чисел Ь н с.

ВЛроизволов

«Разутый философ», или Две теории
электричества XVIII века

Л.КРЫЖАНОВСКИЙ

I I РЕДМЕТОМ научных нсследова-

X 1 ннн порой становятся совершенно
неожиданные вещи. У РобфтаСнмме
ра (предположительно родился в Шот-

Шотландии около 1707 г., умер в Лондоне
в 1763 г.) таким предметом с 1758 года
стали... собственныечулкн.
У ученого была странная привычка:

носить одновременнодве пары чулок,
ноодномубелому (шелковому) йодно-

йодному черному (шерстяному) на каждой
йоге. Когда Снммер снимал чулкн.

сразу черный н белый с кажлой ноги,

то пока они оставались вместе, прак-

практически не наблюдало* ь никаких элек-

электрических :>ффектов. Но стоило раз-
разнять белый н черный чулки, кик они

раздувались, будто а них весеще нахо-

находилась нога, н притягивались друг к

другу. Будучи соединенными снова,

чулки «схлопь вались» и. лежа друг
иа друге, со временем разбухали не

более чем на 2—3 дюйма. В сухие
холодные дни ученый бросал свои

раздутые чулки на стену комнаты

они прилипали к стене и совершали

пируэты при дуновении Тик Сичмгр

разыскал этими «танцами» своих

ученых коллег (и лаже принца Уэль-

Уэльского).

К тому временибылоужо накоплено

достаточно сведений об электричест-

электричестве. Было известно, что при трении
тела электризуются (иногда этому со-

сопутствует искрение), что один тела

проводят электричество, адругие нет

(еще У. Гильберт A540 — 1603) разде-
разделил всетела надна класса в зависимое

ти от их способности электризоиаться
— на «электрики» н «пеэлектрикн»),
что существуетявлениеэлектрическо-
электрического притяжения и отталкивания.

13 1733 году французский физик
ШарльДюфеA(Ш- 1739)открылдва
вида электричества

— «стекольное» и

«смоляное» — н установил качествен-

качественный закон взаимодействия (притяж
кия н отталкивания) между ними.

Люфе предложил простой способ

определения вида наэлектризованное-
ти, применяемый н в настоящее время:

«Для того чтобы узнать, к какому из

двух классов относится тело, нужно

наэлектрнзоиать шелковую нить, ко

торал, как известно, относится к смо-

смоляному электричеству, и .чаметнть,

притягивает или отталкивает се это

тело, если его наэлектризовать. Если

притягивает, то оно, естественно, от-

относится к тому виду электричества,

которое я называю стекольным; если

же. наоборот, отталкивает, то оно от-

относится к тому же виду электричества,

что и шелк, т.е. к смоляному». Ксожа-

сожалению, Люфе не учел, что знак заряда
(по современной терминологии) зави-

зависит не только от данного тела, ио н от

того тела, с которым оно участвует в

процессе электризациитрением.

В середине XVIII века американс-
американский ученый и политик Бенджамин

Франклин A706— 1790) вмднииулсвою

теориюэлектричества. СогласноФран-

Франклину, дляобъяснения электрических
явлений достаточно предположить

существование одного вила «электри-

«электрической материн», способной легко

проникать в обыкновенную материю.
Водном учебникефизики, изданном в

России в 1787 году, идея Франклина
излагается следующим образом:
«Положительно наэлектризованное
тело есть то, когдаоноболее содержит

электрической материн, нежели сколь-

сколько имеет » естественном своем состоя-

состоянии; напротив, отрицательно наэлек-

наэлектризованное тело есть то, когда оно

имеет менее электрической материн,
нежели сколько ему по существу на

добио».
Вместо «стекольного» н «смоляно-

«смоляного» электричества (по Дюфе) Франк-
Франклин ввел понятие положительного и

отрицательного зарядов. Причем зна-

знаки зарядов Франклин ввел ке совсем

произвольно: при наблюдении разря
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дамежду двумя проводниками Фран-

Франклину казалось, что искра выходила

из одного проводника и входила и

другой; заряд первого проводника

Франклин назвал положительным, а

второго
—

отрицательным. Как-то

Франклину показалось, что искра

выходила из проводника, заряженно-

заряженного отрицательно и он переименовал

заряды на противоположные, нозатсм

вернулся к своей исходной терминоло-

терминологии, вероятно (как и мы), считая ее

условной.
А что же Снммер? Он придавал

большоезначениесвоим опытам с чул-
чулками, за что и получил в ученом мире

прозвище «разутый философ» Раз
иообраэя опыты, Снммер заряжал от

чулок лейденскую банку
— и ощущал

электрический улар при ее разрядке;

пользуясь столь нетрадиционным ис-

источником электрической энергии, вос-

воспламенял спирт; нт.п. Симмер провел
а!млогик> между парой ралдутых чу-
чулок и заряженной лейденской балкон.
Но самое главное —

чулки навели

Симмера па мысль о существовании

двух видов электричества, что в общем

подтверждалоточку зрения Дюфс.
В 1759 году Снммер опубликовал

своютеорию, противопоставив сетео-

рии Франклина, однако это никак не

повлияло на творческие связи двух

ученых. Однажды Симмер наблюдал,
как Франклин (бывший в то время в

Европе) осуществлял электрический
пробой стопки бумаги. Исследуя эту

бумагу, Симмер заметил, что одна

половина рваного края каждой дырки

от пробоя отогнута в одну сторону, а

другая
- в другую. Получалось, что с

одной стороны листа волокна края

каждой дырки имели одно направле-

направлением с другой — противоположное,
как будто отверстие в стопке было

сделанодвумя плотно прилегающими

лругкдругу нитями, протягиваемыми
в противоположных направлениях
(особенно четко это было выражено и

средней части стопки). Согласитесь,
этобыло одним из аргументов в пользу
теории Снммера.
Долевое время теории Франклина н

Снммера соперничалидруг сдругом с

неременным успехом, поскольку ока-

оказалось, что многие явления одинаково

хорошо объясняются как той, так н

иной теорией. Споротом, существует
ли два вида электричества нлн один,

был решен в пользу теории Симмера
лишь после открытия электрона и 1897

году.
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Публикуемая ниже заметка «Почемуне лежится
Ваньке-Встаньке?» предназначенадевятиклассника заметка

"Зачем погружать конденсатор в воду?» — десятиклассникам,

«Солнце, лампа и кометы» — одиннадцатиклассникам.

Почему не лежится

Ваньке-Встаньке?
Л.БОРОВИНСКИЙ

Т Т ДВЕРНОЕ, многие из вас помнят с

XI раннегодетства или читали недавно
своим младшим братишкам н сестрен-
сестренкам веселые стихи Самуила Яковлевича

Маршакао кукле-невалятке
— Ваньк

Встамъке:

Уснули телята, уснули цыплята,
Не слышно веселых скворчат

нз гнезда.

Один только мальчик -

поимени Санька

Но прозвищу Встаньха

не слит никогда.

У Ваньки у Встанькн

несчастные няньки:

Начнутони Ваньку уклалыватьспать,
Л Ванька не хочет — приляжет

н вскочит,
Уляжется снова и встанет опять.

Укроют его одеялом на вате —

Во сне одеяло отбросит он прочь
И снова, как прежде, стоит на кровати,
Стоит на кровати ребенок всю иочь

Лечил его доктор нз детской

больницы.

Вольному сказал он такие слова:

- Тебе, дорогой, потому не лежится,

Что слишком легка у тебя голова'

Итак, «доктор нздетской больницы»,
по словам поэта, нашел причину стран-
странного повеления Ванькн-Встанькн Мм
же попробуем не только объяснитьтакое
поведение с помощью законов физики,
ной выяснить, при каких условиях Вань

ка-Вгтанька принимает вертикальное
положение ках только прекращается
действие силы, удерживающей его в

любом другом положении.

Какустроена кукла неваляшка? Пред-
Представьте себе двесоприкасающиеся меж-

между собой сферы (см. рисунок) с радку

hna статья Лыла опуД
*К*аите* ЛЬ 7 «о I9HS юЛ.

~- L

сами Аи г (/2 > г). Большаясфера —это

«туловище»-, а меньшая — «голоьа».

(Иногда «голове» придают форму ци-

цилиндра с горизонтальной осью, но для

наших рассуждения форма «головы» не

играет никакой роли.) U нижней части

«туловища» находится массивное тело в

форме сферического сегмента высотой

А Сегментограничен частью новерхнос

тн «туловища» н плоскостью, перпенди-

перпендикулярной осн. проходящей через цент-

центры сфер и точку нх соприкосновения.

Ьгли попытаться положить куклу на

горизонтальную поверхность и предос-
предоставить се самой себе, она немедленно

встанет. Почему? Очевидно, что верти-
вертикальное положение Ваньки Встанькн

является положением устойчивого рав
новгеия В механике есть правило: в

состо5П1Ии устойчивого равновесия центр
тяжести теладехпжен находиться в самом

низком нз возможных для него положе-

положений. Это означает, что значение потен-

потенциальной энергии, вызванной тяготени-

тяготением к Земле»должнобытьнаименьшим из
всех возможных.

Выясним, при каких условиях потен-

потенциальная энергия Ваньки Встанькн бу-
будет минимальной, когдаон занимает вер-

вертикальное положенно. Выведем куклу нз

положения равновесия, отклонив ее ось

на угол а от вертикали. Пусть Ас
высота центра тяжести массивноготела

нрн вертикальном положении оси, М

его масса н го масса «головы». Масса

оболочки «туловища» не имеет значе-

значения так как высота центра тяжести

оболочки, а значит, и ее потенциальная

энергия при наклоне Ваньки Встанькнне

изменяются.

Как видно из рисунка, высота центра

тяжести массивного тела при наклоне

оси равна

Л, = CD+ Ш. = A^cosa+K- tfcosa,

а высота центра тяжести «головы» -

Aj - LO * КОг - R * (R + r)eosa.

Общая потенциальная энергия массив-

массивного тела и «головы» равна

= (М + т)дR +

г) -

Отсюдаследует чтопотенциальнаяэнер-

энергия Ваньки-Встанькн при вертикальном

положении оси, т.е. при ос = 0, будет
минимальной, если выражение, на кото-

которое умножается gcosoi отрицательно:

или

т<М

Осталась, правда, неизвестной величина

hf-.no ее можно выразить через извест-

известные величины R и h (примем это без

доказательства):

Таким образом, мы нашли точное ма-

математическое условие, показывающее, в

какой мередолжна быть «легка голова»

у Ва ьки-Встанькн, чтобы он принимал
вертикальное положение как только

будгт предоставлен самому себе.
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Зачем погружать
ковденсатор в воду?

А. СТАСЕНКО

\ТУ* нл-был плоский конденсатор
Х^УГЧ, Его совершенно плоские плас-

пластины площадью Р были строго парал-
параллельны, отстояли друг от друга па рас
стояниеd и были подключены к батарее
с разностью потенциалов U. И было в

нем совершенно однородное электри-
электрическое поле с модулем напряженности

Ео = U/d« перпендикулярное его плас-

пластинам...»

Да, но ведь это сказка! В реальности

пластины имеют конечные размеры н

следовательно, края. Выясним, как вы-

выглядит позе у краев этого плоского кон-

конденсатора.

Может лн оно иметь вид. изображен-
изображенный на рисунке 1 .а, т.е. быть равным ?е
внутри н резко обрываться до нуля сразу

заегопределамн? Предположим чтоэто

Рис. 1

так. Тогда возьмем какой-нибудь поло-

положительный заряд </ н пронесем его по

замкнутому контуру OrfcO. На участке

0d поле совершит работу qt^d = qU, a

на участке rfcO при этом перемещении

никакой работы не будет, так как по

нашему предположению там Ь
- 0 В

результате при перемещении по выбран-

выбранному коитуру мы получимотполя рабо-

работу, равиую qU Мы можем совершать
такие циклы много раз в секунду и

получнн совершенно бесплатный к

точник энергии
— вечный двигатель, что

запрещено. Значит, что-то не так. Рабо-

Работа по замкнутому контуру должна быть

равна кулю. Следовательно,должнобыть

поле и на участке dcQ, причем такое,
чтобы дать работу в точности равную
—qU, т.е. противоположную но знаку

работе на участке 0d. Правда, суля но

рисунку, участок dcO ллиннее Orf, и

поэтому напряженность поля на этом

участке в среднемдолжна быть меньше,

чем внутри конденсатора, но не равной
нулю Эти рассуждения приводят нас к

картине лнннй поля, качественно изо-

изображенной на рисунке 1t6. Поле есть

всюду, только вне конденсатора оно

имеетмалую напряженность, и тем не)

шую, чем больше l/d Таким образом, у
краев плоского конденсатора поле неод-

неоднородно.

Опустим теперь край плоского кон-

конденсатора г вертикально расположенны-
расположенными пластинами в жидкость, например в

воду. Поскольку молекулы волы пред
ставчяют собой диполи (электроией-
тральная система двух зарядов, равных
по молулю и противоположных но зна-

знаку), электрнчегкоеполе (направленное,
например вдоль знакомой нам силовой

линии dcO будетстремиться развернуть
их параллельновектору напряженности,
т.е. вдоль силовой линии, как это пока-

показано на рисунке 2 в точках а и Ь. Пусть
такой поворот произошел, н некий дн

Рис.2

ноль принял положениес. Нопоскольку

заряды в диполеразнесены на некоторое

раегтояннг (пусть малое, но конечное —

например, порядка размера молекулы),

силы F# и /\. действующие на положи-

положительный и отрицательный заряды, не

точно параллельны другдругу
-

просто

потому, что силовая линия d /wO есть

кривая. Возникаетрезультирующая сила

F ¦= F+ * F_ . явно пакрчшлештя внутрь

конденсатора. Значит, жидкость будет
втягиваться между пластинами коплен

сатора.

«Замечательно! воскликнет мгидум-

чнвый школьник,
— ни получили нзеос.
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который должен работать вечно! Так

можно перекачиватьводу из рек на поля

совершенно бесплатно — всего лишь

опустив конденсатор в воду.» Но на то

он, школьник, м невдумчивыя

А вдумчивый ответит, что это никак

невозможно, поскольку опять получил-

получился бы вечный двигатель. Значит, втяги-

втягивание должно закончиться тем. что в

конденсаторе установится некоторый
уровень воды. Потенциалы оеэлехтрос

татическос поле поработает против по-

потенциальногополя тяготення и равнове-

равновесие наступит подостижении некоторого

уронил воды А внутри конденсатора
—

уровня более высокого, чем снаружи.
А как найти эту высоту Ю Конечно,

можноопределитьсуммарнуюсилу F +

¦ щ&. действующую на каждыйдиполь-

молекулу. написатьдля него уравнение

второго закона Ньютона и исследовать

движение всех миллиардов миллиардов,.,

молекул. Однакоэто утомительно Пос-

Поступим таким образом.
Если поле внутри плоского конденса-

конденсатора нал жидкостью осталось равным

E^mU/d (как идопогружения конден-

конденсатора), то плотность электрической
энергии (т.е. энергия единицы объема)
злесьесть щ>

= co?j/2f где Ео
— злектрн

ческая постоянная. Если поле внутри

конденсатора в жидкости равно ?,, то

плотность энергии равна а^ =ссо?//2,
где с —

диэлектрическая проницаемость

жидкости. Значит, изменение электрос-
электростатической энергии в объеме hdl при
заполнении его жидкостью составляет

-«Теперь все ясно! скажет иевдумчи-
вый школьник, — я слышал где-то, что

поле Я, внутри диэлектрика в с раз

больше, н собираюсь подставить это в

форму ту » И опять же - неверно]
11овторнм тогже мысленный экспери-

эксперимент, что и вначале, пронесем заряду по

замкнутому прямоугольному контуру

ЛИСПА (см. риг.2). Суммарная работа
должнабыть равна нулю: 0 = qE$ ¦ АВ -

— qE ¦ CD (здесь мы не написали вклад
в работу на участках ВСи DA, посколь-

поскольку горизонтальная сила перпендику-

перпендикулярна вертикальным перемещениям а

знак «минус» отражает тот факт, что на

участке CD поле, и перемещение проти

вололожны по направлению) Но тогда

Е, ¦ Е9, т.е. поля нал жидкостью и

внутри жидкости одинаковы. В таком

случае изменение электростатической
энергии конденсатора можно записать в

виде

т.е. оно прямо пропорционально А. При
этом на конденсатор притек допол-

дополнительный заряд, прошедший через
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батарею и равный

Значит, батарея совершила работу

За счет этой работы происходит упомя
нутое изменение электростатической

энергии конденсатора и подъем жидкос-

ти внутри конденсатора под действием

втягивающей силы Fm. Поскольку иэме
ненне электростатической энергии кон-

конденсатор* н работа батареи пропорцио-
пропорциональны нысоте А, закон сохранения энер-

энергии лля малого прнращення Ah запишем

так:

квлнт -

откуда получим

В состоянии покоя эта сила будет равна
силе тяжести столбя жидкости

Отсюдадля нужной нам высоты h папу

Л какая польза народному хозяйству
от этого опускания конденсатора в жид-

жидкость? Польза есть. Например, если

вам известны свойства жидкости (ре),
то, измерив h и </. можно найти напря-

напряжение исследуемой батарейки И за-

заметьте себе — без каких-либо элсктри
ческих приборов, только при помощи

деревянной лннейкн. Такое устройство
существует н называется капиллярным

вольтметром, только в нем электроды

цилиндрические. Или, наоборот, если

значение U написано на вашей батарей-
батарейке (и вы этому верите), можно узнать

диэлектрическую проннца мость е ка-

какой-нибудь жидкости. Или... Впрочем,
любая формула физики позволяет что-

нибудь узнать.
Ну а если обрезать конденсатор на

высоте меньше А — тогда (может быть?)
жидкость начнет выливаться через верх-

верхний край конденсатора н получится

бесплатный насос? Тут уж подумайте
сами.

Солнце, лампа и кометы

А. СТАСЕНКО

НУ КТО же не знает, что нагретые

тела излучают тепло, а очень нагре-

нагретые еще и светятся? В этом легко убе
днться, включив утюг, став у костра нлн

вз!лянувна Солпие. Интуитивно ясно,

что чем выше температура iiaiperoro

тела, тем больше энергии оно будет
излучать в единицу времени с единицы

своей поверхности. По как зависит эта

величина, называемая плотностью пото-

потока энергии, от температуры? Тут нам

очень помогутсоображения размерное
тей.

Итак, нужнонайти зависимость плот-

плотности потока энер1ни q размерность

которой ^Ж, ,
от температуры Т. Иог-

с-м'
кольку в основе самого процесса нагре-
нагревания тела лежиттепловое движение его

частиц, то температурадолжна входить
вместе с множителем k, называемым

постоянной Больцмала, т.е. и внде про

доведения kT Далее, так как процесс

излучения есть принципиально кванто-

квантовое явление, то не обойтись без постоян-

постоянной Планка А (это самая любимая кон-

константа в журнале «Квант» ), а поскольку

излучение представляет собой эл<.ктро

магнитную волну, то должна войти н

скорость света с. Теперь воспользуемся
методом размерностей н будем искать

зависимость вида

нлн, подставив вместо каждой нз вели-

величин ее размерность,

Для олредглрння показателей степени л.

тир приравняем степени одинаковых

размерностей справа н слева и получим

три уравнения с тремя неизвестными:

~\ = гп-р.
-

Отсюда легко найдем

р
= -2, гп = -3, п-Л.

Таким образом.

где а — постоянная величина. Это так

называемый закон Стефана - Боль

мана.

Оценим постоянный множитель а% со-

содержащий фундаментальные константы

физики к - 138-10-" Дж/К, А =

= 6-10-* Дж-с, с = 3-10* м/с (полю-
(полюбуйтесь степенями — не каждый день

такое увклишь!)

Точное значение постоянногомножите-
множителя при Т* равно

q =5,67-10-* аДж t
.

Да, мыошиблисыга порядок - но ведь

н степени нешуточные. Впрочем, лля

дальнейшего нам достаточен лншьфакт
пропорциональности q~~T*.
Закон Стефана — Больцмана очень

полезный закон. Например, с его по-

помощью можно оценить температуру «по-

«поверхности» Солнца, даже не погружая в

нею термометр. Надо лнпгь знать срел-

тоютемпературу Земли 7э н определить

Рис
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угловой диаметр диска Солнца с^. что

легко сделать при помощи положитель-

положительной линзы (рис.1). Измерив d^ н

F (фокусное расстояние), получим

Ос - dc/F  .5градуса - \0~2 радиана.

Теперь запишем тот факт, что Земля

заметно не нагревается н не охлаждает-

охлаждается, по крайней мере в течение нашей

жизни (имеется в виду средняя по повер-
поверхности температура Тл -Э0ОК). Значит,
телчо Солнца, поглощенное Землей,

перензлучается ею же в космос. Если

искомая температура Солнца Г , то в

единицу времени вся его поверхность

излучает во всех направлениях энергию

а7^я13^. Земля получает только часть

этой энергии, равнуюотношению ее дн

гчетралыюгосечения nDl/Л к площади

An!} сферы с радиусом L, равным рас-
расстоянию между Землей н Солнцем. Вся
эта энергия тут же излучается повер-

поверхностью Земли (хотя она и не раскалена
и не светится) при ее температуре 7]-,.
Итак.

откуда

Но ведь /\./'-wC*cw 10^ рад (см.

рис. О, так что

= 60СЮК.

А зная температуру Солнца, можно

оценить равновесные температуры ip
гихшанет: Меркурия, Венеры, Марса,
... н даже гипотетического пояса Oopia
являющегося, но предположенню. бан-

банком комет, прилетающих в Солнечную
систему. Для этого нужнотолько знать,

во сколько раз дальше (нли ближе) от

Солнца расположена эта планета. Нап-

Например» считая пояс Оорта отстояиюм
в 20000 раз дальше, чем Земля, по

лучим равновеснуютемпературу комет:

Тл ~ 2К — всего два градуса по шклле

Кельвина! Ну это уж слишком мало

вельвея Вселенная пронизана реликто

Е)ым равновесным излучением с темпера

турой порядка 3 К. оставшимся от пер-

первородного взрыва. Значит, нужно учесть
н приток к кометам энергия этого излу-
излучения.

По вернемся на Землю. При помощи

закона Стефана — Больцмана можно,

например, узнать, как остывает нить

накала вакуумной лампочки (рис 2).
Считая эту пить цилиндром радиусом г н

длиной / , запишем закон изменения ее

температуры со временем в виде

где С — теплоемкость ннтн а знак «ми-

«минус»- означает потерю ее теплосодержа-

теплосодержания СТ. Если в момент отключения it =
= 0) температура была TQ, то

или (считая С постоянной)

J 1
Т 7J

Окончате тыю

I.

Рис 2

Отсюда можно найти такое время, за

kotojkx.' температура упадет, скажем, в

два, трн, четыре... раза (значит нэлуча-
емая энергия

— в 16, 81, 256... раз
соответственно), так что лампочка пере-

перестанет быть видимой в темноте. ( Понро
бунте самостоятельно провести такие

оценки.)

Тут самое время вспомнить, что, со-

согласно закону Планка, в излучении на-

нагретого тсьча присутствуют электромаг-
электромагнитные волны всех длин. Наш глаз ви-

видит в так называемом оптическом диа-

диапазоне — от 0,4 ло 0.7 мкм. На рисунке
3 приведен качественный вид распреде-
распределения энергии в спектре равновесного

излучения абсолютно черного тела при

температурах 7^-
= 6000 К и 7], = 2000 К.

характерных для поверхности Солниа
и лампочки накаливания Максимум
кривой Планка для Солниа соответст-

соответствует длине волны Хт «0.5 мкм, лежа-

лежащей внутри оптического диапазона, что

не удивительно: Природа за миллионы

лет приспособила наши глаза именно к

солнечному свету. Для лампы накали-

накаливания Х„-1,5 мкм. лначнт, основная

часть ее излучения лежит в инфракрас-
инфракрасной облает» спектра, так что эта лампа

представляет собой скорее нагре-влтель-
ный прибор, чем осветительный. Кста-

Кстати, отношение площадей под этнмн

кривыми равно {Тс/Тя) = 3* =81,
согласно тому самому закону Стефана
— Больцмана с которого мы начали.

?-6000 К

0S мкм 1,5 ккм. 1000 ккм

РисЗ

Это потому, что площадь под каждой

кривой н есть мощность излучения еди-
единицы поверхности тела во всем диапа-
диапазоне длин волн от 0 до »•.

Л что там еще за бугорок (ел. рис.3)
в окргстности длины волны 1000 мкм,

т.е. миллиметра? Это —

спектральное

распределение энергии реликтового из-

излучения с температурой около 3 К.

В заключение посмотрим еще раз на

рисунок 3 н сделаем еще одно интерес-
интересное наблюдение. Умножим значения

длин волн, соответствующие максиму-
максимумам кривой Планка, на температуры,

при которых построена каждая нз этих

кривых: 0,5 мкм -6000 К - для Солнца,
1,5 мкм 2000 К для лампы накалива

пня 1000 мкм-3 К — для реликтового

излучения Получим одно нто жечисло
возникает подозрение что тут скрыт

какой-то закон. Это подозрение еще

раньше нас закралось в голову Вина,

поэтому только чтооткрытый закон уже
косит его имя.



ФИЗИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТАТИВ

В этом номере мы открываем новый раздел под названием «Физический

факультатив». В том виде как он задумывался (идею этого раздела предло-

предложили членредколлегиинашего журнала С.А.Гордюнин и группа учителей

московского лицея «Вторая школа»), Факультатив предназначендля читате-

читателей, серьезно увлекающихся физикой, любящих ломать голову над хитрыми

вопросами, задачами и парадоксами, получающих удовольствие от краси-

красивого рассуждения или неожиданной физической аналогии. Это большая

армия ученикоа(и учителей!) физматшкол и спецклассов с углубленным

изучением физика, активистов олимпиадного движения. До этого им

предназначался епервую очередь Задачник«Кванта»(развернутыерешения

многих задач которого превращались зачастую в небольшие заметки). И вот
— новый раздел. Нвпишите нам, что вы хотели бы обсудить на его страни-

страницах, и присылайте нам заметкидля этого раздела.

Метод электростатических

изображений
А.ЧЕРНОУЦАН

ОИРКЛКЛКНИ1; поля в пространстве

вокруг проводников представляет
собой трудную задачу. Достаточно ред-
редко удастся решить ее простыми методе

ми, без привлечения сложной математи-

математики или мощного компьютера. Причина
состоит в том, что заранее не известно

распределение зарядов по поверхности

проводника Известно лишь, что они

занимают такое (единственное!) поло

женне, при котором напряженность поля

внутри проводника равна нулю. Значит,
нельзя сразу же применять привычный
метод суперпозиции, что создает лсихо-

логическиструлностн. Неудивительно,
что в школе* ограничиваются рассмотре-

рассмотрением одной задачи — об уединенном

проводящем шаре. — в которой распре
деление заряда является очевидным.

В этой заметке мы продемонстрируем,

как соображения симметрии позволяют
в некоторых случаях «угадать», илн,

точнее, «сконструировать* решение. Мы

рассмотрим только одни тип задач

проводник в поле точечного заряда +<?.
Заряды на проводнике перераспределя-

перераспределяются так. чтобы скомпенсировать напря-
напряженность точечного заряда инутрн про-

проводника. Полг этих наведенных зарядов

есть и вне проводника, в частности, оно

действует на заряд +<;с силой F = qEnim.
Чтобы задачабыла опредеэгна, необ-

необходимо, как говорят математики. задать

граничные условия. Возможны следую-

следующие-случаи:
I) Иэисстем заряд проводника Q На

пример, если Q » 0 то н* ближайшей к

заряду +q поверхности проводника

будут распределены отрицательные на

веденные заряды, а на дальней — поло-

положительные (рнс 1 а). Видно, что заряд

и незаряженный проводник (на рисунке
— шар) притягиваются лруг к другу

2) Известен потенциал проводника.

Предполагается, что он соединен прово-

проволокой с удаленным большим проводни-

проводником известного потенциала Например,
при соединении с землей (заземлении)

принимается, что потенциал равен нулю
(как на бесконечности)- На заземленном

проводнике появляется отрицательный
наведенный заряд, н он притягивает

заряд q сильнее чем незаряженный
(рис 1,6).

Рис. 1

Самая простая форме проводника —

сферическая. Мы постараемся к концу
заметки полностьюрешить задачу о про-
проводящем шаре в ноле точечного заряда.
«Полностьюрешить»

— значит научить-

научиться вычислять напряженность поля во

всем пространстве силу взаимодействия

заряда н проводника, а также величину

наведенного заряда к его распределение

по поверхности проводника

Интересно что на некоторые вопросы

можно ответить довольно легко. Опре
делим например, какой заряд появится

на заземленном шаре, если точечный

заряд «7 находится на расстоянии / от его

центра. Для этого воспользуемся тем,

что потенциал центра шара (как н всех

его точек) равен нулю. Выразим его

через заряды:

R R
= 0

(потенциал, создаваемый наведенными

зарядами в центре шара, не зависит отих

распределения, так как все они находят-

находятся на расстоянии Rот центра). Получаем

Но как действовать дальше? Чтобы

понять, какой вил может иметь решение

рассмотрим сначала совсем другой про-
проводник — бесконечную плоскость (или,
что то же самое, полупространство)
Совершенно неожиданно соображения
симметрии позволят нам полностью ре-
¦инть эту задачу и подскажут, как можно

полойти к задаче о заряде и шаре.

Пусть проводник занимает все правое
полупространство (рис. 2). Вычислить

поле вне проводника (слева от ОО') нам

поможет тот очевидный факт, что поле

наведенных зарядов симметричноото-

ыггельно плоскости ОО'. Раз это поле в

проводнике компенсирует поле заряда

+qr то оно совпадает с полем вообража-
воображаемого заряда

—

«7. помешенного в ту же

точку, что н заряд *<7. Теперь ясно, что

^
О

нав<

зарядов

Поле заряда +q

U-

Поле наведенных

, q зарядов

.'j

Рис г

поле, которое создаютнаведенные заря-

заряды слева от ОО' (вне проводника), в

точности равно полю воображаемого
заряда —q, но помешенного по другую

сторону от плоскости ОО', симметрич-
симметрично по отношению к заряду +?. Этот

воображаемыйзаряд
—

q называют изо-

изображением заряда +<?.

Итак, плоская поверхность проводни-
проводника притягиваетточечный заряд +q. уда-
удаленный от нее на расстояниеd с тако же

силой, с какой его притягивал бы заряд
—

q, удаленный на расстояние 2d:

Мы получили удивительный резуль-
результат: лолг создаваемое зарядом н про-
проводником (рис 3,д) в пространстве вне

проводника совпадает с полем всегодвух



точечных зарядов (рис.3,6") Почему
оказалась возможной такая подмена?
Вспомним, что поверхность проводника
представляетсобой эквипотенциальную
поверхность, причем ъ нашем примере
потенциал проводникаравш нулю. Поле

же двух зарядов *q и — q обладает сле-

следующим свойством: эквипотенциальная

поверхность <р
= 0 совпадает с плос-

плоскостью симметрии ОО', т.е. точно пов-

повторяет форму поверхности рассматрива-
рассматриваемого проводника Именно в этом причи-
причина совпадения полей, изображенных на

рисунке 3.

Ф О

Рис.3

Вдругих случаях тоже надо слремить-
я расположить заряды-изображения

внутри проводника так, чтобы поверх
иость нужного постоянного потенциала

совпадала с поверхностью проводника.
Тогда иоле внешних зарядов и проводни-
проводника будет совпадать с нолем внешних

зарядов и зарядов изображений (т.е.
проводник подменяется изображения-
изображениями). Дело в том, чпо граница рассмат-

рассматриваемой области (пространства вне

проводника) имеет в этих случаях одина-

одинаковый потенциал, и расположение» заря

дов внутри области также одно и то же

(все изображения находятся в проводни-

проводнике, т.е. вне этой области). Вып тения

этих условий достаточно» чтобы утвер-

утверждать,, что поля совпадают всюду внутри

области. Этоутверждение часто называ-

называют принципом единственности « илек

nifxycnuxmuKc

Возникаетрезонный вопрос - как это

сделать? Как найти заряды изображе-
изображения и их положения, если известии

форма и потенциал проводника? Ксожа-

сожалению, в ибщгмслучае такого рецепта не

существует, и обычно приходится дей-

действовать, как говорят, «с конца» — от

зарядов к проводнику. Возьмем несколь-

несколько точечных зарядов, расечтаем их

поле найдем любуюэквипотешшальнуто
поверхность ф

-

фс н заполним про-

пространство внутри jtoh поверхности про-
проводником с потенциалом <р0 - Тогда поле,

которое мы уже рассчитали, представля-
представляет собой готовое решение для получив-
получившегося проводника и тех зарядов, что

оказались пне его. Зарялы же. которые
«погибли» внутри проводника, играют

роль зарядов-изображений. Таким спо-

способом можно построить много «гото-

«готовых» решений, правда ист гарантии что

к с: кий флкуль г л т и н

всегда удастся подобрать решение под

заранее выбранный проводник.
Вот пример. Рассмотрим какую-ни-

какую-нибудь экшиютенцнадыгую поверхностьдля

тех же зарядов +q н — q, например с q>

ж " I В (рис.4,а). Полезарядов внеjToft

поверхности совпадает с полем заряда

+</ н проволника, имеющего фиксиро-
фиксированный потенциал <р

= — 1 В (рнс-4,6)-
Еще пример. Поле четырех зарядов

+<7,*-<7. —<7" ~<7. размещенных в вершн-
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Рис. 4 Ф=-1В

пах прямоугольника (рнс 5,d), имеет

эквипотенциальную поверхность <р *0в

виде двух взаимно перпендикулярных
плоскостей. Значит, часть этого поля,

заключенная в первом квадранте, совпа-

совпадает с полем заряда q, помещенного в

двугранный угол (рис S,6). Три других
заряда являются изображениями 1аря

да +q Попробуйте сами найти решение

для заряда, помещеиноговтрехгракный

угол (для этого нам придется использо-

использовать семь дополнительных зарядов).

Q

Рис. 5

Вернемся к проводящему шару. Возь-

Возьмем два заряда +<7i и -q2 (?, > q2),
расположенных на расстоянии / друге!

«руга (рис.б.д). Оказывается, что экви-

эквипотенциальная поверхность ч>
= 0 пред-

представляет собой сферу. (Потенциал то-

точечного заряда q имеет иид ф
"

*7/г-
Условие kqjr^ - kq-Jr^ «Опреобразует-

«Опреобразуется в равенство г,/*, = qxfq,, т.е. описы-

описывает геометрическое место точек, отно-

Ч>»0

Рис.6

шгннс расстояний от которых до задан-

заданных двух точек имеет фиксированное
знамение.) Чтобы определить радиус
этой сферыR и расстояние L от ее ueirrpa
дозаряда +<7, • мож1Ю приравнять к нулю

(ютенцналы точек А к В

Поледанных двух зарядов в пространст-
пространстве вне сферы в точности совпадает с

полем, которое возникает, если заряд

+<¦/, 1ю.чсстнть на расстоянииLorцентра

зак'м ленного проводящего шара ралиу
сом К (рис.6,6). В том слу1ае когда

задано положение шара, нам известны R

и А, а 1Юложс1шсотрицательногозарядл-

изображиння (/) и его величину
можно найти:

(расстояние от q7 до центра равно R2fi).
Сравните ответ для цА с полученным
ранее ответом A) для заряда на зазем-

заземленном шаре. Сила, с которой заряд +qt

притягивается к шару, равна

А как быть в случае, если задан заряд

шара ?)? Оказывается, решение этой

задачи легко получить нз задачи о за-

заземленном шаре. Сконструируем onter

следующим образом Рассмотрим за-

заземленный шар в поле заряда <?, отсое-

отсоединим его от земли и, не позволяя заря-
зарядам сметаться, распределим равномер-
равномерно по поверхности шара дополнитель-

дополнительный заряд Оз = С* + Q2 Так как до этого

на шаребыл заряд -qd, то поэныЙ заряд

шара станет равен Q. При этом напря-
напряженность поля внутри шара останется

равной нулю. Значит, в соответствии с

принципом единственности мы нашли

правильное решение. Поле наведенных

зарядов вне шара будет совпадать с

колем двух точечных зарядов: -q3 *"

расстоянии R JL от центра шара и qK в

центре шара. Например, в случае незаря-
незаряженного uiapa(Q-O)получаем q^ "fti
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н сила притяжения между точечным за-

зарядом qx н незаряженным проводящим

шлром оказывается равной

где/. — расстоиннеотэаряда <?, доцеитра

шарами ^определяютсяф°Р-чУчамнB)
Осталось ответить на одни вопрос —

как найти распределение зарядов по

поверхности проводника? Для этодо надо

рассчитать напряженность поля Е возле

той точки поверхности которая нас

ннтгресуст(напомним, что Е перлендн

кулярна к поверхности), и воспользо-

воспользоваться формулой, связывающей напря-
напряженность с поверхностной плотностью

заряда (см. Приложение):

E =f-. C)
Например, в случае проводящей плос

кости поле равно векторной сумме полей

заряда q н зяряда-нэображеиня -q На

расстоянии jc от основания перпсилику

ляра, опущенного ид заряда на плос

кость (рис7), напряженность равна

сова

_ i

откуда находим

У
У

Я d

Рис.7

Ьыьсдем формулу C) днумй способами

лля тех. кто уже знаком с теоремой Гаусса',
н для тех. кто in»л предпочитает обходиться

Лез нсо.

С теоремпй Гаусса вес очень просто

ру. однооенпнани koiО|кно находится к нро-

гюдпнке л лрухж
— пне него (рис. 8,<т):

Ь V = OS/gf,. отнулл ий.чунасм i.i).
Друм>сдп1саздтсльегыклга>иа11о на выделе-

выделении ПК.'ац.иблн.алсжан^г» учаечкл iiuiirj>xiHx:

ти. Нети ;»тит учжтик л<к-г.1Т1гчио мал, то пи

можно считать млпекнч н нАлнлн ikhtju {па

иой р^ннимсрно лармжеикой и «оскости (ркс

См.. itatxptLnep. статью *Силстие линии
и теорема Vaifcta*. которую можно наитии
журнал* *К«аял1» AtJ Jtf №90 я. или*

Приложении к журналу «/Смаглп» М 5/95.

Рис. в

8 б) Поле /•" всех осг*лм1ихааря*>п «с ис ы

тмпает склчкл in поперхпогти. wroуничтожает
-•

полг Еая гпутрн rpofHvuiHKa и склалмвастся с
-•

Няж вис него: ?ы + ?' *= Е, Ещл - Е' с 0, но-

лучасч. «пи» для л*»6ого п^полмикд пате

имлс его ипнсрхности иыраж»стся че-

через иоле равномерно эаряженион плпе-

кисти: И ¦ 2/vM. И тут санос р*ня вспомикп.

что к одном in случае» ноле иро|юдника нам

хороню и^кттпо — этт»тюлеуглииспиогозари-

жснищпшй]» |}<Kuiciioues>xHDCTH uiapa

Отгккдл мм исм«лле1|1Н1 лелаем пыпол. что

такой же ответ юдитсн для проичипльною

прополнккл, 'л зла; ни получаем я качестве

4 наиара» иол*Асскпнечиом ракномерно зарн-

жешшй плоскости.

ИНФОРМАЦИЯ

Турнир юных физиков
(Начало см. на с. 5)

вверх виня с частотой порядка 100 Гц.

Конусообразная кучка мелкодисперсного

порошка (например, ликоподия или таль-

талька), насыпанная на пластину, остается

устойчивой при малых амплитудах вибра-
вибраций. Если амплитуда увеличивается конус
разрушается. Дальнейшее увеличение ам-

плктулы при!К)дит к распределению, очер-

очерченному резкой границей, а при еще более

высоких амплитудах снова возникает куч

ка. Исследуйте и объясните явление

5. Автоколебания.Наготовьте и иссле-

исследуйте автоколебательную систему, содер-
содержащую термистор в качестве единственного

нелипейиого ияснеита.

6. Водянойгенератор Если некоторый1
объем воды замораживатьс одной стороны,
то на границе «лед- вода» возникает раз-

разность потенииалов. Намерьтеее нобъясни-
те явление.

7. Солнце Н центре Солнца внезапно

выделилось «сверхплановое» ko.ih'4cctuo

jHeprHH равное энергии, излучаемой Со-

Солнцем за один год. Как буйуг изменяться п

гечпгне одного года наблюдаемые с Земли

гараметры Солнца?

8. «Повсрхностнам»нкформацня. Раз-

Разработайте шособ перелачн ин4к>рмации, ь

котором она переносилась бы волнами на

поверхиости волы Исслеяуйте напрамен-
hoctii изготовленных Вами передающих и

приемных устройств (антенн).

9. Полотер.Устройствоопираетсяиа го-

горизонтальную поверхность плоскостями

двух одинаковых дисков, которые могут
вращаться в противоположных направле-

направлениях сзаданнойскоростью. Исследуйте, как
зависит величина силы, приложенной к

устройству для его равномерного перемс*

¦пения вдоль гориэонталмюй поверх^юсти,
от скорости этого перемещения и кореютя

врашениядисков.

10. Мыльныепузыри. Колечко детской

игру;икн для выдувания мыльных пузырен

обмакииают п мыльный раствор и дуют на

образовавшуюся в кольце мыльную плен-

пленку. При какой скорости воздушного потока

начнут вылуадтьрй пузыри? Как нужно
регулировать скорость потока, чтобы вы-

выдуть пузырь максимального размера?
П. Свеча. Многие сисчи перед тем как

погаснутьмерцают. Исследуйте и объясни-

объясните это явление

12. Автомобиль. Автомобиль въезжает

на мокрый участок прямолинейного шоссе.
Как будет изменяться его скорость, селн

толщина слоя волы медленно нарастает с

расстоянием по линейному закону? Счи-
Считать, что двигатель автомобиля работает с

ПОСТОЯННОЙ МОЩНОСТЬЮ.

13. «Серыйсвет». Изготовьте источник

света, воспринимаемого глазом как серый.
14. Когерер.Известно, что стеклянная

трубка с диумя электродами и металличес-

металлическими опилками между нимн (когерер) об-

обладает различным сопротивлением в цепях

постояиногон переменноготока. Исследуй-
Исследуйте зависимость электрического сопротивле-

сопротивления когерера от частоты тока.

15. Солянойосциллятор. Стаканчик с

небольшим отверстием «дне. содержащий

соленую воду, укреплен частично погру-
погруженным в широкий сосуде пресной водой.
Объясните механизм наблюдаемого перно*
днческого процесса и исследуйте зависи-

зависимость его периода от различных парамст

рои. Для наглядности соленую водуследует

подкрасить.

16. Грлд.Объясните механизм возник

иовення града и предложите собственный

метод предотврашемня его выпадения.

17. Перчатки.Некоторые люди отказы-

отказываются носить перчатки зимой, потому что

считают, что в перчатках холоднее, чем без

них Друга предпочитают носить вареж

кн вместо перчаток А как думаете Вы?

Публикациюподготовили
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Замечательный

четырехвершинник
Н.АСТАПОВ. А.ЖУКОВ

"D ыькнкм в пространстве четыре раз-

1J личные точки н последовательно

соединим их отрезками: первую
— со

второй, вторую - с третьей, третью - с

четвертой, а четвертую точку соединим

с первой. Назовем полученную фигуру
четпырехеершинником. Вобщемслучае
четырехвершннник представляет собой
эамхнутуюломаную, которая можетбытъ,
например, частью «каркаса» тетраэдра

(рис. 1). Очевидно, что четырехвершин-

ет самопересечение Часть вершин нлн

даже все вершины четырехвершшшнка

могут лежать наодной прямой. Отрезки
соединяющие соседние вершины четы-

рехвершинника (у первой вершины сосе-

ли — вторая и четвертая), назовем сторо-
нами, асоединяющие несоседние

— диа-

гокалями Далее будем считать, что че-

тыг*хвершнкннхABCDзадан порядком

обхода своих вершин Л, В, С, О, причем
аЬ ~а, lib = t, СО -~с*, AD =d,

АС = е. BD = 7 . |л| = «. \Ь\ = Ь.

\~с\ ~c, |3[ -rf. [е| «е, |7l *Л <Р - угол

между векторами АС и ВО.

Теорема 1. Для любого четырехвер
шинникасправедливо равенство

Доказательство. Заметим, 1гто е = а

Рис' +S,7 =*Ь +7, 3 = 3 + 6 +2,тогда

инк - естестгсннособобщениепонятня
d*~ ^.*C * * **Х**} * V^

четырехугольника потому что пронз-
ша* * tP +cT + 2afe + 2~а~с +26с*,

вольный выпуклый (рнс. 2) нвогнутый поэтом>'дК + ос +frc -l(dJ -ла -

(рис. 3) четырехугольники являются * _^
— б3 — с2)-Следовательно, ef *(д +

плоскими четырехвершинниками По-

этому утверждения, верные для любых

етырехвершинников справедливы так-

же и для любых четы^угольников.
Пюскийчстырехвсршининкиарнсунке
4 четырехугольником не являстся/пос-
кольку замкнутая ломанаяABCDAumq-

Напомним, что, соединив те же точки
в другом порядке, мы подучим другой

четырехвершинник. Например, у четы-

рехвершннннкаЛВОСдиагоналями яв-

ляются от(>сзки AD
e г/ и /?С = Ь и, в

СНЛУ теоремы 1, для него справепливо

равенство

связывающее те же самые что и равен-
СТВО <О.'псстъ Расстояний между точ-

ками Л В' С' ° н У™ мгакдУ днагона'

Рис 4

Ьглн представить себе четырехвер-
шинник с фиксированными длинами

сторон е виде шарнирной модели, то

равенство A) можно интерпретировать

следующим образом: как бы мы ни дви-
двигали ве])шнны модели, и-льпнна / ¦ е f ж
= efcostp будет оставаться постоянной

(несмотря на то. что длины диагоналей
и угол между ними по отдельности будут
изменяться). Такие числовые характе

ристнкн не изменяющиеся в процессе

каких лн6Ч> преобразований, принято

называть инвариантами. Таким обра-
образом, / -

инвариант деформаций «шар

мирного четырехвершинннка». Посмот-

Посмотрим, как «работают» теорема 1 и инвари-
инвариант / при решении задач.

Задача \. Докажите, чтов произволь-
произвольной трапецииABCD сумма квадратов
диагоналей равна сумме квадратов бо
ковыхсторон иудвоенною произведения
оснований: АС* + BD2 = АВ2 + CD1 +

+2BC-AD.
Решение. Из теоремы 1 для четырех

вершнюшкаАСОВполучаем fcfcos 180^*
- -bd*(c'2 + d2-e2-f2)f2t и.та *l +

*f2 * а* + с2 + 26d, что и требовалось
доказать. Заметим, что если в трапеции

основания 6 н d равны, то а
-

с и

предыдущее равенстю. полученноедля

произвольной трапецнн. превращаегся в

известное равенстводля суммы квадра-
квадратов диагоналей параллелограмма: е3 +

+ fl = 2J + 26*.
Задача 2. ВыразитеплощадьSчеты

рахугольника черездлины его сторон и

диагоналей.

Решение. Воспользуемся формулой
S =

-^efslntp для площалн четыреху-

четырехугольника. Отсюда

Задача 3. Заданыдлинывсехсторон и

площадь четырехугольника. Найдите
угол между его диагоналями.

Решение.Таккак (efJ = AS2 +12 (см.

решение задачи 2), то пользуясь равен-

равенством A), получим

Теорема 2. Для любого четырехеер-
шинника справедливоравенство

-1 "•-• LJ
е f = a c+bd. B)

Доказательство. Равенство B) iiaiy-
чается в результате вычитания из ра-

венства ef = (д+6)(о+с) = аЬ +

+ ac+bb + bc соотношения bd ¦

-•-¦"¦ -t -•-• -•-* -•-•

= fe(a+fr+c> = Ьа ¦*• ЬЬ + be.

Задача 4. Докажите, что высоты про-
произвольного треугольника ABC пере-
пересекаются в одной точке.

Решение. Пусть высоты, опушенные
hj вершин А н С, пересекаются в точке

О. Утверждение BOXАС получается
как простое следствие формулы B) в

результате рассмотрения четырехвер-

Задача 5. Докажите, чтов тетраэдре
ABCD суммы квадратов противопо-
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ложныхпарреберравны, если две пары
противоположных ребер перпендику
лярны.
Решение. Сразу заметим, что в таком

тетраэдре все противоположные пары

ргбср перпендикулярны — этоследустиэ

равенства (2 >. А нз равенства A) следу-
следует, что диагонали чгтырехвершниинка

перпендикулярны тогда н только тогда,

когда суммы квадратов двух противопо-
противоположных парсторон равны. Теперь утвер-
утверждение задачи 5 получится вследствие

рассмотрения двух различных четырех

вершинников, построенных нз -«карка-
-«каркаса» тетраэдра ABCD.'

Представляет интерес ответ на вопрос
— будет лн выполняться равенство

e/"»dc +W. C)

аналогичное равенству B). связываю-

связывающее длины сторон четырехвершннника?
Еще на заре нашей эрыбыло известно,

что равенство C) выполняетсядля неко-

некоторых плоских четырехвершининков.

Теорема Птолемея.2 В четырехуголъ
нике, вписанномв окружность, произве-
произведение диагоналей равно сумме произве-
произведений противоположныхсторон.
Доказательство. 11роввдем прямуюВМ

так, чтобы ZMBC = ZABD (рис. 5).

В

D

Рис. 5

Поскольку ZADB
- ZACB (каквписан

ные углы, опирающиеся на одну и ту же

дугу), то ДД#?>«*>ДМВС Поэтому
AD:MC - BD.BC. откуда BDMC -

=AD' ВС. Аналогично устанавливается
подобие треугольников АВМ н DBC.
Отсюда AB.BD = AM.CD, т.е.

BDAM - ABCD. Сложив получен-
полученные равенства и приняв во внимание, что

AM + МС - АС. имеем АС ВП -

-ADBC+ AB-CD, что и требовалось
доказать.

Справедлива н обратная теорема.

1 Тетраадрис перпендикулярными пара-
парами противт/поАожиыхребер состан хямп

класс так на ылаемглх пртоцстприкескик
тетраэдров. Об их замечательныхcttaut m-
*ах можнопртитатъ*статье И. Э. Мата-
tetta и /* // Дубровского *//.? rcoMtmtmu

тетр<1лдра*Х«Кпант* А* 9 Jo /98Я /ж)).

2 КлавдийПтолемей <ок. 90 -ок. ffO)-

К К А II Т • I 9 9 ^ / ^* »

Теорема 3. Еслидлины сторон идиа

гонилеи четырехвершинника удовлет-
удовлетворяют равенству C) и не все его

вершинырасположенынаодной пряной,
то четырехьершинникявляется четы-

четырехугольникам, которыйможновписать
в окружность.

Доказательство. Воспользуемся мето-

методом координат
— небольшая модифика-

модификация этого доказательства позволит пак в

дальнейшем получить одно полезное

неравенство. Не умаляя общности, бу-
будем считать, что вершиныЛ В, Счеты-

рехвершинника расположены не на од

ной прямой. Выберем такую систему
прямоугольных координат, в которой
вершины имеют следующие координа-

координаты: А{-10,0). B{u,v.O) . СAД0),
D(x у г) _ В выбранной системе коорди-
координат центр окружности, проходящей че

рез точки А. В, С, имеет координаты

О@,а,0), а радиус окружности равен

R « V?+1. Равенство C) в координат*
ной форме запишется так:

Используя обозначркир t = х2 +у* + z2
н соотношенис и* + v2 ж 2av + 1, кото|юе
следует из равенства ДО а R, запишем

равенство (Л) следующим образом:

-2u.(S)

Возведя обе части равенства E) в квад-

квадрат и приведя подобные члены, получим

v{a-at-2y) ж

Ir то.Так как (av+\J-u2 = (d2 J
возведя в квадратобе части лолучеиного

рявенстьа находим

v\a-at - 2у)Т-^(/ +1J - 4

Учитывая, что v* 0, отсюда выводим

((Г +1I - Лх*)(а2 +1) - (а - at - 2уJ -

г-х2 V)-

— 2ау -1=0. Условнее-Освидетель-

Условнее-Освидетельствует о том, что точка D лежит в

плоскости ABC, а записав равенство

с- 2ау~ 1=Оввкдед:2 + (у-д2) = д1+
+ Iе ft1, убеждаемся, чтоточка/^дг.у.О)
лежит па окружности, описанной около

треугольникаABC.

Осталось доказать, что четырехвер

шикннкABCD является четырехуголь-

четырехугольником. Предположим противное. Тогда
ACBDwtkACDR — вписанный четыре-

четырехугольник, и потеореме Птолемея имеем

ас * е( ¦ Ы1 или bd ¦ ef * ас , что

нротнворечнтус.ювию C). Теорема пол-

полностьюдоказана.

Заметим, чтоесли точка D нележитна

окружности, описанной околотреуголь-

треугольника ABC (например, не лежит в плос-

плоскости ABC), то выполняется строгое

неравенство (t - lay -1) +¦ Ца2 + tjz2 >
> 0, н, прослеживая предыдущие преоб-
преобразования в обратном порядке (проде-
lauic это самостоятельно), получим не-

неравенство ef<ac + Ы

Убедитесь самостоятельно в том, что

если вершины четырехвгршннника рас-
располагаются на одной прямой, то будет
выполняться неравенство efu ac + bd.

Итак, для любого четырехвершннннка

справедливо неравенство

efZac +bd. F)

Отметим важность полученного нера-

неравенства. Его можно назвать неравенст-

неравенством четырехвершннннка по аналогии с

известным неравенством треугольника

Так, неравенство е ? д + 6длятреуголь-
ннкаАВСможно вывести нэ неравенства

F) для четырехвершннпнка ABCDt

если, например, взять вершину D в цен

тро окружности, описаннойоколо треу-

треугольника ABC. Кроме неравенства F)
справедливы нгравгнетва ас S bd + е/"н
bdsac* ef, которые получим, рассмат-

рассматривая четырехвершинникн АСВО и

ABDC.

Задача 6. Диагонали заданного своими

сторонами и вписанного в окружность

четырехугольника перпендикулярны.
Найдите длиныдиагоналей.
Решение. Так как диагонали четырех-

четырехугольника перпендикулярны, то нз ра-

равенства A) имеем а* + с7 = b2 + rf3.

Следовательно, можно построить два

прямоугольных треугольника со сторо-
сторонами а, , k и 6. d, k, у которых Ь

является гипотенузой н одновременно

диаметром окружности, описанной око-

около четырехугольника со сторонами а, с.

bud (рис. 6): А2 ¦ а2 + с2 - о2 * d2. По

теортмс Птолемея kf* ab + cdt елсдова
телыго, одна из искомых диагоналей

ab+cd

что возможно только при z ~ 0 it i — кроме того, ef=ae + bd , отсюда длина
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Рис.6

второй диагонали

Задача 7. Докажите, что из всех

четырехугольников с заданными сторо-
сторонами наибольшуюплощадьимеет четы-
четырехугольник, вписанныйвокружность.
Решение. Мы видели (см. задачу 2).

что площадь S четырехугольника со

сторонами а, Ь, с, d выражается так:

\P) G)
Для площади 50 вписанного в окруж-

окружность четырехугольника г такими длина-

длинами сторон a. Ь, с, d w диагоналями m. n

Ю10СМ

од
я

"Ti"* П — I I. \OJ

По теореме Птолемея

яш=бс +Ы. (9)

Из соотношений F) — (9) получаех

следовательно, SotS. что н требова-
лось доказать.

Задача»(В.Э.Матиэси.задачаМ1039.
«Квант» J* 8 за 1987 гол). Докажите,
что если три угла между противопо-

противоположнымиребрами тетраэдраравны, то
они прямые.

Решение. Обозначим угол между про-

противоположными ребрами тетраэдра
ABCD через сг. Углы между векторами

дн^.Ьнй.ен/1 равны а или

180" — а. РаьенсттюB)длячегырсхвер-

шнниика ABCD запишется в виде

cosa-(±ac±bd±ef) = 0, где вместо ±

надо взять либо —. либо +. Согласно

неравенству F), выражение в скобках не

равно нулю, поэтому cosa -Она- 90'.

Вот так знание свойств четырехвер-

шннннков существенно упрощает реше-

решение нгколгорых геометрических задач.

1. Найлитепроехцню наклонной Л/> на сто-

сторону АС зная длины сторон треугольника

ЛИС н ллнну отрезка АО

2. Нравнобочной трапеции AHCi)
(AD\ ВО&лтыАП-СП.ЛОнЛС Найдк
tc/JC.

It. Чстырсхутль«чксз4даииыннсюро«а.чи
пткаи пикружносп». Вычислитеугол межлу

4. Нлкажнтс. что длин» бнссс!стрнсы ял-

клкхчс1ик>й нсжл>' сторомаии о и 6т\кугальни-

к*. не больше 2аЪ/(в + Ь).
,*>. Точки И и С лежат на олиой стороне угла

AND а точки б hD надругой причемЛВШ
—1. НС « 3. С/) - 2, ЛП - I. Докажите, что

2ji-

ЛАБОРАТОРИЯ «КВАНТА»

Как измерить длину
световой волны с помощью...

логарифмической линейки
Я.АМСТИСЛАВСКИЙ

Д ВТ<)Рэтихстрокоднаждыужерасска-
/хэыюл настраницах журна.1а «Квант*

A982rJsfc6,c. IS) об интересных свойст-
свойствах стеклянной пластинки, запыленной
лнкополнем. ЛнкоподнЙ - это желтый

порошок, состоящий из спор плауна, он

используется в медицинской практике и

продается в аптеках. Особенность час-

частиц этого порошкасостоит в том что они

нмеют близкую к сферической форму и

практически одинаковые размеры по-

порядка 30 мкч в диаметре.

Если запылить ликоподием стеклян-

стеклянную пластинку так, чтобы образовался

(голупрозрзчный монослой, к посмот-

посмотреть через нес насветящуюся нить обыч-

обычной лампочки накаливания, то можно

увидеть краенсуюдифракционную кар

тину. Она приставляет собой широкий

центральныйсветлый круге источником

в средней своей части (его называют

кругом Эйрн), к которому прилегают
несколькобыстро убывающих по яркос-
яркости светлых колец. Если ликоподиевое

покрытиенанесено иа прозрачную плас-

пластннку то эти кольца окалываются окра-
окрашенными — отфиолетового нвета к крас-

красному. Если жетакую запыленную плас-

пластинку используют вместе с цветным стек-

стеклом, тосветлые кольца, прилегающие к

кругу Эйри одноивстпы и отделены

одно от другого хорошо видимыми тем-

темными кольцами. Какпоказываюттеорня
и расчеты, угловые радиусы ф, этих

темных колец улоилетворяют формуле

r/sin9r e^X. A)

где d — диаметр непрозрачных шариков

ликоподия, X — длнка световой волны,

a ft, — коэффициент, которыйдля перво-

первого, второго и третьего темных колец

принимает соответственно значения А, •

-1,220, ft, - 2,233 н Aj - 3,238.
Прежде чем начать экспериментиро-

экспериментировать, преобразуем формулу A) для кон-

конкретных условий наблюдения. Пусть
запыленная пластинкаЗ// вплотнуюсо-

прикасается с красным светофильтром
Ф. адифракционная картина, рассмат-

рассматриваемая глазом Гнаблюдателя, форми-

руется в плоскости I - I, проходящей
через источник света — лампочку нака-

накаливания Л (рис. 1). Предположим, что

Ф
^зп

L

Рас. 1

1-е темное кольцо имеет радиус г,. Из

рисунка видно, что tg <pt
=» rjL. В нашем

случае- j?3, X-0,65мкм,</-30нкм
—

угол qpi "е превосходит нескольких

градусов, поэтому расхождения между

sintp, и 1#ф, пренебрежимомалы н мож-

можно принять sin<pj ¦ tg9, • rjL. Теперь
введем диаметр темною кольца Д-m 2rt
и воспользуемся соотношением A) д зя

выражения длины световой волны X.

Учитывая, что d =• 30 мкм, запишем это

соотношение в виде

Х=15-^-. B)
Нслрулно видеть, что если Ot и L вмра-
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зить в одних и тех же гднннцах (напри-
(например, сантиметрах). то X получится в мкм.

Для того чтобы определитьдлину све-

световой волны по формуле B), необходи-
необходимо иметь возможностьизмерятьдиамет-

диаметры D, темных дифракционных колеи

картины Вот тут-то незаменимой но

удобству н доступности н может ока-

оказаться простая, старая и в наши дни вряд

лн кому нужная логарифмическая ли

нейка.

Прибор (риг 2), включающий лога-

логарифмическую линейку как важное изме-

измерительное устройство, удобно собрать
на деревянной площадке размером, на-

например, 18 х 20гм отрезанной от лотки

Рис.2

толщиной 2см. Площадку // покрывают
листом мерной оберточной бумаги и за-

закрепляю! на ней лампочкуЛ на 3,5 В от

карманного фонарика и логарифмичес-
логарифмическую линейкуЛЛ. Для закрепления лам
почкн в площадке высверливают сквоз-

сквозное отверстие н углубляют в него цоколь

лампочкис припаянными двумя провод-

проводниками, а питание лампочки осущес

твляют от плоской батарейки Б через
кнопочный выключатель К. На нижнюю

юловнку колбочки лампочкн наделают

экранирующее колечко шириной около

0,5 см, склеенное из черной бумаги.
Перед закреплением логарифмической
линенкн выступающуюза пределы пло-

площадки часть линейки (длиной около

8 см) спиливают пилкой по металлу,
вблизи края линейки просверливают от-

отверстие подходящего диаметра пол шу-

шуруп, покрывают линейку полоской чер-
черной или белой бумаги, закрывающей на

лицевой ее стороне все шкалы, кроме
линейной логарифмической шкалы

(IgJt) и прикрепляют линейку к пло-

площадке при помощи шурупаШ. К право-

правому краю движкаУ7лннейкн клеем < Мо-

Момент», «Феникс» нли любым другим
подходящим клеем приклеивают обыч

ную швейную иголку И. В процессе

измерения димметров Ь, коней этой игол-

иголки, освещенныйлампочкой, играет роль

подвижной светящейся метки-указате-
метки-указателя. Местоположение лампочки и степень
ее углубления в площадкудолжны бы гь

такими чтобы при перемещениилвнжкз

килнт

игла проходила над колбочкойлампочки

прн минимальном зазоре, а острие О
иглы при этом оказывалось над середи-

серединой нити. Отсчетная шкала, на которой
отложены мантиссы десятичных лога-

логарифмов, имеет длину 25 см и разделена

на 10одинаковы* больших делений, т.е.

каждому большому делению соответ-

соответствует 2,5 см. Большое деление, в свою

очередь, разделено на 10 одинаковых

средних делений, а те — ещена 5 малых

делений. Поэтому, если, например, рис-

риска движка стоит против третьего малого

деления, следующего после деления 5,4,

то показание будет 5,46, а чтобы пере-
перевести это показание в сантиметры, надо

умножить его на 2,5.

Теперь остается приготовитьтак назы-

называемую дифракционную структуру -

стеклянную пластинку, запылеш1ую ли-

ликоподием. В качестве подложки можно

использовать отмытые от эмульсии фо-
топчастнику илистарыйдиапозитив или,
наконец, кусок обычного оконногостек-

стекла. (Можно также нанести лнкоподие

вое покрытие непосредственно на стан-

стандартный светофильтр, лучшгна красное
стекло, сочетая в одной детали дифрак-
дифракционную структуру и светофильтр ) На
одну из поверхностей тщательно очи-

очищенной от загрязнений пластинки нано-

сяткапельку любогожндкогомасла или

крошку любого жира, размазывают ее

тонким слоем по всей поверхности, а

затем аккуратно протирают замаслен-

замасленную поверхность чистой тряпочкой. В

результате на поверхности остается тон-

тонкий жировой слой которыйслужит клей-

клейкой основой для удержания пылинок

ликоподия На подготовленную таким

образом поверхность из пакетика лико-

ликоподия осторожно насыпают небольшое

количество порошка. Затем пластинку

наклоняют градусов на 20 30 и. мягко

ударяя по верхнему ее краю, добиваются
ссылання порошка к противоположному

краю. При этом остается широкий след
в виде достаточно однородного слоя

чиконодия Изменяя ияк юн п частники,

повторяют эту процедуру несколько раз,

пока вся поверхность пластинки не ока-

окажется покрытой подобным слоем. После

этого излишки порошкассыпают, распо-

расположив пластинку вертикально и посту-

постукивая сю несколько рая по столу нлн

другому твердому предметI. Теперь плас-

тинка фактически готова к нспользова

нию но надо иметь в виду, что ликоп

лиевос покрытие лпко стирается при

малейшем его касании. Поэтому целесо-

целесообразно прнготиыить препарат, с кото

рым можно спокойно работать, не боясь

повредить покрытие, и который можно
использовать многократно. С этой целью

пластинку располагают настолепокры
тигм вверх, накладывают на нее узкую

(шириной 3-4 мм) рамку из ватмана по

размерам пэастннки. покрывают второй
чистой пластинкой тех же размеров и

склеивают препарат по краям полоской

черной бумаги.
Итак. все узлы прибора подготовлены

и можно перейти к его сборке. Проще
всего воспользоваться обычным штати-

штативом нз школьной лаборатории, располо-
расположив площадку на его основании и закре-
закрепив запыленную пластинку вместес цвет-
цветным стеклом в лапке штатива. Прибор
готов к практическому применению

— к

измерениюдлины световой волны.

Напомним, что для определения X по

формуле B) необходимо измеритьдиа-
диаметр темногодифракционного кольца D
и расстояние L от лампочкн до запы-

запыленной поверхности Первую нз этих

вечичнн измеряют как ра31юсть двух
показании рнскн двнжка на шкале при

последовательном совмещении метки-

указателя (острия О) с диаметрально

противоположными точками темного

кольца. Обозначим соответствующие
показания кошкале через х{ и *,", тогда
Л, = дг" — х{, или, с убитом пгреводного

коэффициента 2.5. Ь, = 2Mx?-x't). и

формула B) принимаетокончательный
вил:

= 37,5- C)

Еще раз отметим, что если х"- х\ выра-
выражается в делениях логарифмической
шкалы, L — в сантиметрах, то X получа-
получается в микрометрах.

Разумное расстояние L n опытах со-

составляет 25 — 30 см. Это расстояние от-

отсчитывают по вертикали от верхней по-

поверхности логарифмической дннейкн до
запыленной поверхности с помощью

простой школьной лннейки длиной30—
40 см. Измерение /, проводят с точ-

точностью до 1 мм, координаты *¦ также

определяют с точностьюдо третьей эна
чашей цифры, поэтому результаты рас-
расчетов по формуле C) оказываются на-

надежными и стабильными.

Два темных кольца дифракционной
картины хорошо видны и в незатемнеи

ном помeuicнин, а прн небольшом затем-

затемнении нетрудно увидеть н третье темное

кольцо. Если измерить диаметры трех

темных колеи, то можно получить три

значения X. После выполнения одной

сернн опытов можно поднять нлн опус-

опустить лапку с пластинкой н проделать

несколько новых сернй опытов при дру-
других знамениях L.

Таким образом, с помощью подруч-

подручных средств скромной домашней лабо-
лаборатории можно достаточно точно изме-

измерить такую важную для фнэнкн и

вместе с тем такую малую по величине

оптическую характеристику, как длина
световой волны.



ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА

Период гармонических
колебаний

В.ЧИВИЛЁВ

В:Ш>Й
статье ка конкретных приме-

примерах показан общий метод нахожде-

нахождения периода гармонических колебании

различнойфизической природы.
Пусть некоторая физическая величи-

величина s совершает гармонические колеба-

колебания, происходящие по закону

(О

где Л --

амплитуда, со — циклическая

частотам <р0
— начальная фаза колеба-

колебаний. Легко показать, что вторая произ-

производная от s по времени t равна

B)

С учетом уравнения A) получаем

Итак, можносделать вывод: если вели-

величина s изменяется по гармоническому

закону < 1). то отсюда следует справед-

справедливость равенства B). В математике

показывается и обратное: если для вели

чииы 5 = s{ t) справедливо равенствоB)

при всех допустимых значениях t. то

(г) имеет вцд (I) и никакой другой.

Причем А н ф0 еегь произвольные пос-

постоянные, конкретныезначения которых

зависят от так называемых начальных

условий, т.е. от значении $ и ее первой
производной s' в некоторый момент

ьремеии Г (обычно при t = 0).
Равенства, связывающие,функцию, ее

аргумент н производные функции но

этому аргументу называются в матема-

математике дифференциальными уравнениями
Поэтому равенство B) называют диф-
дифференциальным уравнением гармоничес-
гармонических колебании. (Заметим, что уравне

инн B) стоит величина иJ, которая
всегда положительна. Поэтому, напри-
например, уравнение s" — As = 0 не будет
дифференциальным уравнением гармо-
гармонических колебаний, так как не найдется

такоюдействнтельногозмачения со, для

которого ш* было бы равно
- 4.)

Таким образом, мы получили чрезвы-

чрезвычайно важное как для теории, так н для

решения задач утверждение:
Если с помощью законов физики для

физической величины s удалось ьапи

сатъдифференциальноеуравнениевида
s" + u>2s ¦ 0, то это означает, что s

изменяется по гармоническому закону

s = Acos{(i>t + ф„) с циклической часто-
частотой W. Конкретныезначенияамплиту-
амплитуды А и начальной фазы ц>0 зависят от

начальных условий.
Этоутверждение может служить пра-

правилом для нахождения периода гармони-

четких колебаний любых конкретных

колебателысых систем.

Задача 1. На легкой пружине жест-

жесткостью к подвешен груз массой m Пока-

Покажите, что вертикальные колебания

такогопружинногомаятника гармони-

гармонические, и найдите их период.
Направим осьX вниз (рнс 1). начало

координат поместим и точку, соответ-

соответствующую равновесному положению

ШШ/

х(О

Рис. I

груза,, в котором пружина растянута по

сравнению с ненапряженным состоянн

гм ил величину дг0, причем

В этом пример колеблюиюйсл физичес-
физической величиной является кехзрдината гру-
груза х -х@.

Первый способ pciuf-ния. Использ)'см
второй закон Ньютона.

Запишем уравнение движения груза

(ypaoiioitw второго закона Ньютона) в

проекциях на ось X
. учитывая, что

проекция ускорения rpy:ta есть вторая

производная х" or координаты по вре-
времени, а проскиня силы упругости, дей-

действующей на груз со стороны пружины,

pauiia Fx =¦ -fcfjf,, + x):

тх" ш h\ + mg, или х" + —х ¦ С.

Нилно. чтоэто .знффгренцналытое урав-
уравнение гармонических колебаний с пик ян-

ческой частотой to * $/т и периодом

За нулевой уровень потенциальной

энергии груза в поле тяжести удобно
взять положение равновесия. Полная

механическая энергия колебаний систе-

системы представляет собой сумму кннети

ческой энергии груза т{х') /2, потенци-
потенциалыюЙ энергии груза в поле тяжести

тд{ - х) и нотенииалыюЙ энергии де-

деформации пружины А(Хф + jc) 11 Зд**сь

д:' проекция скорости груза на осьX

ее кьадрат равен, естественно, квадрату
модуля скорости. Полная механическая

энергия при колебаниях должна сохра-
сохраняться:

т[х')'J
—тдх~ const.

Днффорснпируем это уравнение по вре-

времени:

тх'х" +• к{х$ + jc)jt* - тдх' » 0.

После н]хктых преобразош1нийпо1згча
см ли<]х)>с1>снцнально? уравнение гармо-
гармонических колебаний такое же, как н при

первом способе решения.
Задача 2. Покажите, что в однород-

однородном поле тяжести малые колебания

математическогомаятника длиной I н

eef/Tfшкальной плоскостиявляютсяzap
мопичесхими, и найдите их период.
За колеблющуюся физическую вели-

величину удобно взять угол а отклонения

нити от вертикали (рнс. 2). Будем ечн-

/cosa

Второй способ решения. Используем
Закон сохранения энергии.

тать а положительным, если маятник

отклонен вправо отположения рав юве

спя, и отрицательным, если он отклонен

влево. Выразим кинетическую и потен-

потенциальную энергии шарика массой т в

произвольный момент времени г через

угол a =cc(t) и производную угла по

времени a' = ct'(t).
Угловая скорость шарика есть а', его

линейная скорость равна v = а'/ и

кинетическая энергия
—

т/3(а'Jто2

Пели за нулевой уровень потенциальной
энергии ( Ер

= 0) взять уровень, соответ-

соответствующий положению шарика при рав-

равновесии маятника, то потенциальная
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энергия шарика в момент отклонения

нити иа угол а окажется

Ер =» тд{1 - /cosoc) - 2mglsin* ^.
Для малых углов можно считать, что

значения их синусов приблизительно
равнысамим углам (в радианах) Поэто-

Поэтому можно принять

КВАНТ ¦ I 9 9 б / Ni I

Полная эиергня системы, равная Ек +
•+ Ер. при колебаниях сохраняется, сле-

следовательно,

ct*) mgla?
const.

Продифференцируем последнее равен-

равенство повремени:

ml*- mgl-2m'
2

+
2

После упрощения имеем

Мы получилидифференциальное урав
неине гармонических колебаний величи-

величины а с циклической чагтотой

00 = д
Итак, малые колебания математичес-

математического маятника являются гармонически-
гармоническими с периодом

Задача 3. Нелегком стержнедлиной

Iнисит небольшой шарикмассойт(рис.
3). Кстержню прикрепленалегкая пру-
пружине жесткостью k на расстоянии

21/3 от точки подвеса. Другой конец

пружины прикреплен к стене. Система

может вращаться без трения «округ

горизонтальной оси О. В положении

равновесиястерженьвертикален, пру

жинагоризонтальна и недеформирова

/

I

о
т

У cosa

Рис. 4

на. Найдите период малых колебании

системы е плоскости чертежа.

Колеблющейся физической величиной

будем считать угол а отклонения стер-
стержня от вертикали (рис. 4). Как и в

предыдущей задаче, выразим кинети-

кинетическую н потенциальнуюэнергии систе-

системы в произвольный момент времени Г

через угол а * а (О (будем считать его

малым) н производную угла по времени

Тннейная скорость шарика раина

а'(/)/ кинетнчггкая энергия
—

За нулевой уровень потенциальной энер-
энергии шарика возьмем уровень, соответ-

соответствующий положениюравновесия шари
ка. Тогда потенциальная энергия шарика
в поле тяжести будет

Приотклонении маятникадлина пружи-
пружины сократится иа х - B1 sina)/3 « 2/a/3
н ее потенциальная энергия станет

ний, период которых равен

= 2п

Задача 4. Вообразите, что вдоль ди-

диаметра Земли прорыт тоннель и в него

сброшен камень. Через какое время

камень окажется на противоположной
стороне Земли? Сопротивление воэду
ха и вращение Земли не учитывать.

Плотность Земли считать постоян-

постоянной по всему объему, радиус Земли R *

=6400 км.

Направим ось X вдоль тоннеля н по-

поместим начало координат в центр Земли

(рис 5) Пусть ь произвольный момент

времени координата камня равна х. Ра-

Разобьем мысленно весь объем Земли на

Рис. 5

тонкие сферические слон с центром в

точке О. Можно показать (сделайте это
самостоятельно), что любой слой с ра-

радиусом большехдействовать на камень
не будет, а слои с радиусами меньше jc

будутдействоватьс силой F, равной силе
притяжения между шаром радиусомх и

к мнем Если плотность Земли р, то

масса такого шара равна Дях^р/З и по

закону всемирного тяготения

Полнаяэнгргмя системы, рапная ?\+ 3*

*Epi + ЯР2.прн колебаниях сохраняет- №т-кассакамня. С -гравитационная
постоянная. Для любого тела массой т^

t^,\* . 1 .. ~, наПоверхности Земли можнолапнеать
yd) malar 2A/2a

^i-+-^—-*•
¦

g"¦' ¦ const.

ся

Продифференцируем это равенство по

времени:

тРа'аГ + mglaa' + 4 *^pl - 0.

или

s— а«0.

откуда

Тогда

Запишем уравнениедвижения камня в

проекциях иа ось X:

ft«c.3

Индим, чтопол^енодифференниаль
нос уравнение гармонических колеба-
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Подставив сюда выражение для F и

упростив, подучим дифференциальное
уравнение гармонических колебанийдля
координаты х камня:

Отсюда следует, что камень в тоннеле

будет совершать гармонические колеба-
колебания с периодом

и достигнет противоположной стороны
Земли через время

Задача S. Тонкая изогнутая трубка
постоянною сечениярасположенаввер-

вертикальной плоскости(рис. в). Каждое
колено трубки наклонено к горизонту

под углом а. Длина части трубки,
занятой жидкостью, равна I. Найдите

триод колебаний жидкости в трубке.
При колебаниях опускающаяся повер-
поверхность жидкости недостигает изогну-
изогнутого участка трубки. Трение между
слоями жидкости и жидкости о трубку
не учитывать.

За колеблющуюся физическую вели-

величину возьмем координату х поверхнос-

поверхности жидкости в левом колене, направив

ось X вдоль колена и поместив начало

координат в равновесное положение по-

поверхности жидкости в этом колене (см

рис. 6). Пусть масса единицы длины

жидкости в трубке р. Тогда масса всей

жидкости р/. Прн колебаниях скорость
жидкости раина производной г' от ко-

координаты х но времени. Кинетическая

энергия всей жидкости равна

Теперь выразим потенциальнуюэнергию
жидкости через координату jr. Если в

левом колене уровень жидкости смес-

сместился вдоль трубки на х вниз, то но

вертикали он опустился на // = rslna в

левом колене и поднялся на // в правом.

Это эквивалентно тому, что жидкость

массой рх была перенесена нл левого

Рис. 7

колена в правое, поднявшись на высоту
И. Потенциальнуюэнергию жидкости в

положении равновесия примем за нуль.

Тогда

Ер = QxgH = pgx* sina.

Полная энергия жидкости Ек + Ер при
колебаниях сохраняется

2
+ Р0*2 sin a = const ¦

ш}>фсренцнруомуравнение по времени:

р/дг'х" + Трдхх' sina = 0.

Отсюда получаем дифференциальное

уравнение i армонических колебаниидля
ЛИЧИНЫ JC.1

Итак, колебания жидкости в трубке
гармонические с периодом

Задача 6. В колебательном контуре
без затухания (сопротивление равно

нулю) с постоянными емкостью С и

индуктивностью L прогхсходят свобод-
свободные электрические колебания. Покажи-

Покажите, что колебания заряда на конденса-

конденсаторе и тока вконтуре гармонические, и

найдите их период.
Выберем положительное направление

обхода контура, например, по часовой

стрелке, как показано на рисунке 7. Это

означает, что ток / положителен, если

его направление совпадает с положи-

положительным направлением обхода и отрица-
отрицателен, если не совпадает. Аналогичное

можносказать и про ЭДСсамоиндукции
в . при расчете которой по формуле €

=

B-L/' автоматически будет получаться

знак, согласованный с направлением
обхода.
Обозначим через qзаряд той обкладки

конденсатора, для которой q'
= / (для

другой обкладки <?'¦—/, что не очень

удобно). Для нашей схемы это нижняя

обкладка. По закону Ома для участка

о-
т О 90" т

0 2т

Рмс. В

1L2 можно записать

Поскатькувнашрмконт>гре/?=0, ф( —
"

Фа
™ " QIC и f - -LV - -L<f. имеем

Итак, полу^сено дифференциальное
уравнение гармонических колебаний ве-

величины q с циклической частотой

-*

нп рколом

Осталось выяснить, что происходит с

током в контуре Так как колебания

заряда гармонические, то

где амплитуда q$ н начальная фаза <р0
зависятезт начальных условий. Ток свя

:*ан с нарядом простым соопюшеннем

/ » q'. поэтому

I = q'm -qtfas\n((Dt + (p0).

Теперь ягно, что ток в контуре изменя-

изменяется тоже по гармоническому закону,

причем с такими же циклической часто-

частотой (й и периодом Г, как и :*аряд на

конденсаторе.

1. Пннднтс период малых свободных кнле-

Аапий л пертчкалышк плоскости жесткой коя

t к-лжляя и трех щЧ|н1Л|.и1мх по рухиерам мари

ков с насезнм т,ти 2т Конструкция может

свободно пращат||СЯ покруг нсподпнжиой го

ри.я>1тлм1оЯ«х:и О. перпеиднкуаяршЛ плос-

плоскости конструкции.
2. Рсшнтс .чалму в статьи. ис1№льяукэл«>н

сохранении Mtcpi ми.
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Новелла о великом

олимпийце
и неставдартной задаче

В.ТИХОМИРОВ

В
КАЖДОМ поколении мехмата был

слой зд>шш1Йск1ш лидер Был такой

н в моем

В его гемьг хранилось нреианнс. что

еще ис научившись толком говорить, он

на вопрос: « Кем ты собираешься стать?»
— отвечая: «Ачифметнком*. Он стал

участЕюиать в олимпиадах чуть ли не с

пятого класса (а было это в ту пору,

когда илиммиалы начина чись с письмо

го), и решал вес. И ьсегда. Этибыло что-

то неслыханное.

Московские матемд-ппескигапнмпна-

лы проноднлнсь в ту пору в тесном

сдимекнн Московского математического

общества. Московского государствен-
государственного университета и Мосгороно. Издер-
Издержек на доброе дело не жалели, и для

награждения победителей накупалась

масса книг. Л дальше как в скачке про

медведей - для получивших первую пре-

премию - - большие-пребапьшиестолкн, для
вторых

— поменьше, для третьих
— еще

поменьше адля похвальных отзывои
-

только одну киижниу, но и эти было

драгоценно. Бее книжки с трогательны-
трогательными надписями К ним присоединялись

грамоты подписанныезнаменитыми ма-

математиками. И вручалось всело в глав-

главной мехматекой аудитории в очень тор-
торжественной обстановке,..

Легенда гласит, что для моего олнм

минского героя (так подстроили органи-

организаторы) соорудили стопку книг ньажг

его но росту! Но как бы то ни было, фат
остается фактом, герой моего рассказа

неизменно бывал победителем. Но- моо-

му, его достижения так никогда н не

были перекрыты.
А затем я и мой герой поступили на

мехмат, потом сталиt«im работать. Меж-

Между нами установились дружеские отно-

отношения.

Прошло много лет, мой герой стал

пыдающлмся математиком, совершенно
не утратив своей способности решать
любые задачи

А однажды случилось небольшое 411

(дело было в середине семидесятых).

Один из преподавателей, который дол-
должен был составить задачи для вступи
тельных экзаменов уехал в довольно

длительную командировку ча рубеж Он

начал работу, но кончить ее не успел.

Делобыло горящее: шел уже май. Меня

попросили помочь Я в принципе не

возражал, поспросил на кого еще я могу

рассчитывать. Мне показали список, в

котором к своему полнейшемууловоль
гтвнюя нашелфамипмюевоегогероя 1-1

я тут жг согласился.

Легкие задачи, собственно говоря, уже
были составлены, но не хватало более

трудных, в частности, *нестандартной»
задачи. Тогда полагалось в каждом пари

анте иметь такую задачу.

Вы спросите: а что это такое, и зачем

oiiH нужны? Я в свис время тоже поин-

поинтересовался и получил такое объясне-

объяснение.

Есть такая старая и воистину великая

проблема: можно ли тестировать та-

мнты?

Спортсмены — пот Они считают эту

проблему решенной. Я вам расскажу на

этот счет одну историю
Как-то (не буду вводить вас во все

подробности) довелось мне стоять в

очереди с одной девочкой, которую ро-
родите ти хотели записать «на гимнасти-

гимнастику». Увидев очередь я приуныл
— она

была огромной, а я терпеть не могу
стоять в оче|>€дях. Но скоро я приобод-
приободрился: очередыила довольно быстро, и

через полчаса не больше, мы с девочкой
оказались у «тестерши»

— женщины,

определявшей пригодность ребенка к

занятию гимнастикой. Все произошло в

одну секунду. «Тестерша» ухватила бед-
бедную девичку за мягкое место н твердо

сказала: «Попа толстая не подойдет.

Следующий'»
Ike это восхитило меня. Я подумал:

как просто!
Однако и но сию нору достоверно

неизвестно, можно или нет и ним, мате-

математикам так же вот просто
— вдпасчета

— тестировать математическую О/Оареи-
ность.1 Неясно, возможно или нет вы-

выполнить то, о чем писал когда-то Андрей
Николаевич Колмогоров а именно «тща-

«тщательно шассить учитывая все обстоя

тельства экзаменаинонной обстановки,

перспективы его (школьника) работы
по нчбрашгой специальности»?

Нестандартные задачи среди дру! их

ut-лен (не буду здесь касаться всех сто-

сторон вопроса) н были призваны тестиро-
тестировать математический талант В этой

нестандартной задаче должен был (по

замыслу) присутствоватьтакой элемент

который бея таланта никак не преодо-

преодолеть. Значит, кто решил, тот вроде бы и

есть талант.

11сстаклартные задачи в листке с экза-

экзаменационными задачами ставились на

последнее, пятое место. Всем было из-

известно, что эти задачи — трудные, за них

бра шсь обычнолишь те, кто и на самом

деле стремился удостовериться в своих

возможностях Но, нисколько мне извес-

известно, информация о том, как были реше-
решены нестандартные залами, гласности не

предавалась Таланты, решившие эти

задачи, мне лично неизвестны.

Но вернемся к нашему герою. Мы

остановились на том, что надо было

среди прочего придуматъ нсстанда|ггную

задачу. Мы назначили встречу, и я рас-

рассказал ему в общих чертах о том. чего от

нас хотят. Он меланхолично спросил:

«Так что же ты -хрчешь от меня?» Я

сказал: 4Нестандартную задачу»,
— и

он, разумеется, тут же спросит 4 А что

это такое?» У меня были (я специально

ми задачами прошлого года. Чтобы не

вдаваться в долгие объяснения, я протя-

протянул моему приятелю один такой листок
и сказал: «Сочннн что-нибудь в духе
этой пятой задачи» (сам я се правда, не

решал) Мой приятель согласился, а я,

разумеется, поведал ему о срочности
дела. Мы договорились, что мой герой
позвонит мне черед дьд-трн дня.

Однако прошла целая нслеля, а он

хранил глухое молчанке. Меня тереби-
теребили, я не выдержал и позвонил ему. Когда
01 подошел к телефону, я спросил в

некотором раздражении: «Что ж ты не

вопишь? Ведь мыдоговорились, чтоты

позвонишь через пару дней?» И тут он

вес также меланхолично, без малейшего

смущения отвеги 1" *А я немогурешить

твоюзадачу.*
Вот эта задача.

Найти все пары(х1 у), удовлетвори
ющиеусловиям

V - 2л =

Кстати, <*иЛстсльстлует ли Ы* птясут

mtmu имчеа щических спгкибюктги л*мщ«
на мрпы? A1 рим. )

...Он, наверное лукавил, мой леген-

легендарный друг. Конечно, он должен был

решить гег ибо по мнению многих и

моему в том числе, не было н нет той

задачнолнмпиадпогостняя. которую он
нг в силах был бы решить. На отдыхе, я

спокойной обстановке (не очень, прав
да. скоро, но все-таки в течение часов, а
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недией)ягам решил jTy задачу. Думаю,
моему другу просто не захотелось по-

почему-то се решать быть может, она

показалась ему недостаточно эстетич-

эстетичной кчп еще почему либо, но так или

иначе этот тест он не выдержал.
А что скажете вы. читатель? Хороша

ли эта задачадля тестирования таланта?

Порешайте!
(Кстати сказать, тогда мы с моим

героем так н не справились с заданием. н

нестандартную задачу составили другие
специалисты )

А если вам, как н моему приятелю, не

захочется ломать себе голову над этой

нестандартной «проблемой», можете

прочесть мое решение (возможно, не

лучшее).
Обозначим [х + 2у) череза Функиня

2г-г3 достигает максимума прн **1 и,

следовательно, нз первого уравнения

получаем

(I)

Решал второе неравенствоотносительно

х, будем иметь

B)

Отсюда

41> B)

чтоэквивалентно неравенству

4у2 -Лу^^Лу2 -4

откуда следует, что

53

или у
* 3{2. В нервом случае нз второго

условия задачи (нз неравенства) получа-
получаем г* + 2х**0.т.е..х=0.
Во втором случае оттуда же вытекает:

x4-6jc2+850, откуда х2 ?4,анзпер-
?4,анзпервого условия задачи (уравнения) следу-
следует, что

н значит. Лу2 -4у-2=\. т.е. y
= -\J2

т.е. ж2* 4.
В итоге приходим к ответу: имеется

всею двепары чисел, удовлетворяющих
условию задачи: @, -J/2) и (-2, 3/2 >.
А если вы хотите узнать мое мнение

обо всем этом, то вот оно: я сомневаюсь

в том, что можно коротким тестомопре-

определять возможности человека занимать

ся наукой. А что вы думаете но этому

поводу?

Неравенство обращается
в равенство

А.ЕГОРОВ

"D ЗАМЕТКЕ В.Тихомнрова описана

.1—)до1Юлыю курьезная история — пер-
первоклассный математик не смог «с ходу»

решить задачу вступительного экзамена

на механико-математический факультет.
Было зто в 1973 году. Другой замеча-

замечательный математик рассказывал мне. ч го

он узнал эту же аадачу в день своего

отлета нз Москвы во Владивосток, ре-
решал ее в самолете, но так и не peuiiu к

окончанию более чгм восьмичасового

перелета.

Нади сказать, что у взрос ых матема-

математиков не часто возникает желание ре-

решать залачн вступительных экзаменов.

Тем более знаменателен тперес к зада-

задаче, возникший у крупного молодого ма-

математика . Это .значит, что в жлаче была

«кэюмккка».

(К сожалению, в «абитуриентской»
математике интересные задачи встреча-

встречаются довольно редко, особенно в лос

л<\лнне 10 — 15 лет.)

Здесь мы поговорим о задачах, близ-

близких по ид«* к той оченьтрудной матема-

математической задаче 1973 года. Такие задачи

и связанныес ними соображения лоаоль-
но часто встречаются в вариантах всту-

вступительных экзаменов в вузы физико-
математического профиля.
Задача 1. Решитеуравнение

Решение. Попытки решить эту задачу
«в лоб», т.е. возводя в квадрат и нз

блвляясьот радикалов приводят к урав-
уравнению 8-й степени, решить которое

чрезвычайно трудно. Попробуем вос-

воспользоваться нехитрым наблюдением.

Левая частьуравнения уш4х* 1+V3-JC
определена при 15x53, причем ее гра-

график симметричен относительно верти-
вертикали х-2. Хочется думать, что при лг-2

¦гго-то происходит. Что же? В этой точке

левая часть максимальна! Докажем эго.

Рассмотрим квадрат левой части:

Наше утверждение стало очевидным
—

квадрат положительной функции дости-
достигает максимума в точке максимума выра-
выражения, стоящего под знаком корня, т.е.

при хш2, так как

Итак, левая часть уравнения не боль-

больше 2 н равна 2 только при х = 2. Но пра-
иая часть не меньше 2, так как

и равна двум только при х*2. Задача

решена.
Ответ: х

- 2.

В этом примере мы имелиделогдвумя

функциями, одна нз которых в точке

х-2 достигает максимума, а другая
-

минимума, причем максимум совпадает

с минимумом. Вот о таких задачах н их

модификациях мы н будем говорить.
Еше одни классический пример.

Задача 2. Решитеуравнение

Решение. Попытки решить задачу

обычными методами обречены. Попро-
Попробуем угадать решения. Непосредственно
внлны решения, для которых simr* I

или cosx = 1, т.е. х = Ц + 2кА н х « 2кк,

Докажем, что других решений нет.

Для этого достаточно убедиться, что

при других значениях х левая часть

меньше 1.

Предположим 4T0siiijr эсО, I, со&х*

*0г I.Тогдаsin5 jt < sin2 x,cos3x<cosJx
и

sin*x + cosxx<$\n* j + cos2x = 1.

При s»n x = 0 или cos x¦ 0 получаемуже

угаданные нами решения.

Ответ: f
Следующая задача похожа на преды-

предыдущую.

Задача 3. Решитесистемууравнений
(л — натуральное)

х + у - 1,

Решение. Из второго уравнения вид

но. что |*| 5 I, У S J, но тогда из первого

уравнения следует, что х г 0г у > 0. Если

прн этом 0<г<1 и 0<у<1, то
5

прн
л:5" + у2" < д; + у

= t, после чего сразу

получаем ответ.

Ответ: A;0);@;1).
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Вот еще один пример, как бы «обрат-
«обратный ход»

Задача 4. Решите неравенство

Решение. Непосредственна видно, что

х ? у* ¦*¦ 1, т.е. Jt > I при у * О. Но тогда

-г< -1 и левая часть неравенства мень

ше правой. Итак у=0. дг=1.

Ответ: A;0).

Рассмотрим теперь систему уравне-
уравнений.

Задача S. Решитесистемууравнений

Решение. Здесь дна уравнения н три
неизвестных Попробуем выразить у

через г н т н подставить во второе

уравнение:

откуда (х-2)а+(дт + г)г «0.
Ноэтозначит, что ж=2,/=-*= — 2,

у-2.
Ответ: B. 2.-2).
Вот еще одна задача, где число неиз-

неизвестных больше числа уравнений.
Задача 6. Решитеуравнение

2(лг* - 2х1 +3\у* - ЗуП Л) ш 7.

Решение. Каждый изсомножителей в

левой части — квадратный трехчлен,
первый — относительно х*, второй —

относительно у2. Следовательно, со-

миожнтелн минимальны, гели г* = 1.

у
*
= 3^2. Так как оба сомножителя поло-

положительны при всех хну, минимум про-
произведения достигается, когда мини-

минимальны сомножители, н при этом равен 7.

Ответ: четыре решения: (±1; tfifii).
Задача7. Найдитевсерешения систе

мы неравенств

Решение. Складывая неравенства, по-

получаем после преобразований неравен

или

(х-у-ЗУ<0.
Последнее значит, что Jt — у и,кроме
того, все неравенства превращаются в

равенства (если хотя бы одно из нера-
неравенств будет строгим, то стршнм нера-

КЙЛНТ • I 9 9 б / J* ¦

венством будет н их сумма, а это невоз-

невозможно — квадрат не можетбытьотрнца-
тельным). Итак.у=х—3, дг2 -(
т.е. Jt* =

Ответ: (
Наконец, одна из мех'матских систем

1973 года.

Задача 8. Решитесистему

Решение. Пусть t — {x-y) . Левая

часть первого уравнения переписывает-

переписывается так: /"(О*л/1?'"'3 ' Подкоренное

выражение квадратный трехчлен, до-
достигающий максимума в вгршние, т.е.

при U-. При этом

Запишем теперь вместо первого уравне-

уравнения неравенство (это — решающий шаг!):

Складывая полученное неравенство со

вторым неравенством системы, прихо-
приходим к неравенству

Преобразуем это неравенство так:

или

-±\ so.

Отсюда следует, что, во-первых, 2jc2*

*у—1/2=0 н, во-вторых, все ранее

написанные неравенства на самом деле

являются равенствами, причем

t » (х- у) »\JA. Итак, мы приходим к

такой системе уравнений:

решая которую, получаем ответ.

Ответ: (ft V2).(-l -Щ-
Пркьеде.ч еще примерсходной задачи

с параметром.

Задача 9. При каких значениях а сис-

сисимеет единственноерешение?
Решение. Из условия следует, чго

если(дг01уп) — решениеданной системы,

($) - тоже се решение. Поэтому.

если решение единственно, то x^ = yG.
Следовательно, должнобыть единствен-
единственным решение неравенства

или, что то же самое:

I lo это означает, чтодискриминант квад

ратноготрехчлена в левой части послед-

последнего неравенства должен быть равен

нулю

т.е. аш-\]&.
Осталось убедиться в том, что при

a = -\j4 наша система имеетединствен-

единственное решение.

Подставляя а = 1/А н складывал не

равснстмиснстемы. приходим к неравен-

неравенству

нлн1 после преобразований,

откуда видим, что х = у = ул- един-

единственное решение системы.

Ответ: а*~1/А.
Приведемешедве задачи, решая кото-

которые мы будем оценивать максимумы и

мннимумы некоторых тригонометричес-
тригонометрических выражений, пользуясь алгебраичес-
алгебраическими неравенствами.

Задача 10. Решите систему уравне-
уравнений

(tg2jc+ctg2jc
= 2slnJ у,

Решение. Пусть tgTJc = X>Of тогда

ctg2x=Vr. но t + ]jtb2, нбо послед-
последнее неравенство равносильно такому:

(Г - \)*Jt 2 0 (равенство возможно лишь
при ?=1). Итак, левая часть первого

ураииення не меньше 2 а правая не

больше. Поэтому

tg'jc-I, sin2y-

Ответ:

Задача 11. Решитеуравнение

Решение. Пусть а = tg'jc, Ь ¦ tg2y .Тог-
.Тогда левая часть уравнения приводится к

виду

(мы снова воспользовались нераненст
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Это значит, что левая часть не меньше

4 н равна 4 прн anb и аЬж\ Но правая

часть не больше 4 н равна 4 лишь прн

sin2(x+у) «= |. Осталось решить систему

2( ) . tg2x-
' W 1

четное число, m,ntZ.

Довольно часто встречаются задачи,

требующие преобразования выражения

f(x) = asm x + bcosx с помощью введе-

введения вспомогательного угла. Напомним,
как этоделается.

Умножим нразделим /"(х) на vла + Ь2 .

Тогда

81ПХ + :cosxj.
Рассмотрим точку с координатами

! Эта точка лежит

на елиничной окружности, и потому су-

существует единственный угол OS 9 < 2я

такой, что cos<p
= afila2 +b2 ,sinq>«

= bj4a2+b2 ¦ Поэтому

f[x) ¦ V?+f?(cos<psin x + sin <pcosx) =

Это сразу лает оценку

причем равенстводостигается прн х, для

которых 8ш(г + ф)=1 илн sin{x + <p) =
»- 1, т.е. прн r«-<p±5 + 2fc*.

Рассмотрим задачу использующую
этот прием.
Задача 12. Решитеуравнения

sin Зх - 2sin 18* sin x =

¦ 3>/5 - cos 3jt + 2cos x.

Решение. Перепишем наше уравнение

- Цып \Sxsin x + cosjc) =

В силу ( * )

(здесь а* 1. Ь«1Г ф»п/4);

5 2л/*+«^18x

(здесь a=slnl8xf
Из »тих неравенств следует, что мо-

модуль левой части не 6ольо1е чем &2 н

может быть равен 3^ лишь прн

sins18.r=L т.е. если sint8x=l либо

Для того чтобы левая часть была

равна правой, необходимои достаточно,
чтобы

sin3x + cos3x ¦ -J2,

2 лишь прн
¦ 0, т.е. при

(*•)

siol8jc- I

- sin x + cos x = —J2.

Решим первую систему. Третье урав-
уравнение — самое простое. Поэтому сначала
решим его, а затем выясним, какие нз

полученных решений удовлетворяют
остальнымдвум уравнениям.

Кто решение полумиль легко, так как

Прн таких х уравнение принимает вил

¦J3 simuc" cosiix = 2

(мы умышленно ие подставляем вместо

х уже найденные значения).

Решая полученное уравнение, нахо-

находим, что

или

и, вспоминая (• • ), получаем

2п_2

или

п ш Зш +1.

Итак, окончатоило, хш ¦? (Зт +1), где

Инеем

siiil х +

т.е.
*)¦¦•

Ответ: -^
+ 2m. meZ.

В заключение предлшаем вам решить

следующиеупражнения.

но прн этом

sin3jr + cos3x ¦• sin^p + cosSi * О
я 4

нзначит Э «31сачения х не удоилетворя
ютенстеме.т.е. первая система решений
ие имеет.

Для второй системы получаем ана ю-

гично

те

Flo тогда

1. Pei штг уравнения н системы:

л)

2. Мри каких «системл имеет единственное

4 4

т.е. найденные х удовлетворяют второй
'

1 % й у1 + 2а,
системе н, следоиательно, ксхолному З.Ма^игсвссиарычиса^х.^.удомггьо-
уравиелню. ^пщкгуслолиям

Рассмотрим напоеледокещеолнн при-

пример.
Задача 13. Решитеуравнение

J3- lg2 3 яд: sin их - cos лх = 2.

Решение. Пусть А -

Оискнвая левую часть уравнения:

sln их - cos j

внднм что она ке превосходит 2 н равна
Jcosxslnb - sinxcosfc - 4cos6 я



ВАРИАНТЫ

Варианты вступительных
экзаменов 1995 года

Московский физико-технический
институт
МАТЕМАТИКА
Письменный эхзамен

Вариант 1
1. Черезвершины А, В и С трапеинн ABCD()
проведена окружность Известно, что окружность касает-
касается прямой CDt а ее центр лежит на диагонали АС Наи

днте площадь трапеинн ABCDr если ВС « 2, АР ¦ в

2. Решитеуравнение

log {sm3r-sinjr)*2lo&(l7sin2r)-l
3. Впрямоугольном треугольнике Л/?С точка D — сере-

середина гипотенузы АВ, а мелианы треугольника пресека-
пресекаются в точке Е. Треугольник ABC расположен на коорди-

координатной плоскости Оху так, что точка А лежит на оси Оу,
точка D симметрична точке С относительно оси Оу, а точ-

точки С. О и Е лежат на графике функции у ¦= (х1 -5J.
Найдите уравнение прямой CD н площадь треугольни-
треугольника ABC.

4. Вправильной четырехугольной пирамиде SA8CD (S
— вершина) АВ = 3^2 , высота пирамиды равна 8. Сече-

Сечения пирамиды двумя параллельными плоскостями, одна
из которых проходит через точку А, а другая

—

через
точки В и D имеют равные площади В каком отношении

делят pt»6po SC плоскости течений? Найдите расстояние
между плоскостями сечений н объемы многогранников, на

которые пирамида разбнвлется этими плоскостями.

5. Найдитевсе значения параметра р. нрн которых сумма

всех корней уравнения

±»»o5« - I.

меньше -5р7 +1 \р+7.

Вариант 2

1. Решитеуравнение 2Sg
2. Ргшитенгравенство log 6 л:-2 logJ 1 +-^=-.г)> 0.

UT5T \Е> }

3. Черезсередину гипотенузы АС прямоугольного треу-
треугольника ABC проведена прямая, пересекающая катет ВС

в точке /). а продолжение катета АВ за точку /t в точке

f. Найдите плошаль треугольника ABC, если СЛ ¦» I.

АЕ =2, |
4. Парабола П2 симметрична параболг П, с ураьнгинсм
у
= ах2, а < 0, отноентсльно точки N(fr,efc2), гдг Ь > 0.

Некоторая прямая пересекает каждую из парабол ровно в

одной точке: П,
— в точке /?,, Па — в точке fi7 так, что

угол B}B2S — прямой. Касательная к параболе П,, про
веденная в точке fi,, пересекает отрезок B2N ь точке /..

Определите, в каком отношении точка L делит отрезок

/?2ЛГ. Найдите значения параметров о н Ь, при которых
длина отрезка В L минимальна, егди площадь треуголь-

треугольника /?,/ijN равна -^.

5. В правильной четырехугольной призме ABCDAxB%C}Dt
боковое ребро равно уМ , длина стороны основания

ABCD призмы равна 6. Окружность основания прямого

кругового конуса вписана в треугольник BCtD, а верши-

вершина конуса лежит ь плоскости АВС%. Найдите объем ко-

конуса.

Вариант 3
1. Найдитенаименьшее натуральное число п. при котором

выполняется равенство

sin{n° + 80°) + sin(n°-40*) + sin(n°+7Cr)-cos250= 0.

2. Решитенеравенство 5-3J3r -1[ < VlO- 3J*' .

3. Вравнобедренный треуюлькнк ABC (АВ * ВС) ьписа-

на окружность с иыггром О. Касательная к окружности

пересекает сто[юны НС и СА треугольника в точках М и

JV соответственно. Найдите радиус окружности, если

ZMNC*2ZNMC, ОМ ¦= ^10, ON »
—.

4
4. Накоординатной плоскости рассматривается фигура
Ф. состояшая из всех точек, координаты Or; у) которых

удовл41творяют системе неравенств

f '°8jr-i By - 2гу) 5 2,

Изобразите фигуру Ф н найдите се площадь.

5. Наребре АС правильной треугольной призмы

АВСА&С, взята точка К т*к. что АК =
-7.
4

=» \. Че-
4 4

рез точку К проведена плоскость, образующая с плос-

плоскостью ASC угол arctg e " рассекающая призму на два

многогранника, площади поверхностен которых равны.

Найдите объем призмы, если известно, что около одного

из этих многогранников можно описать сферу, а около

другого
— нет.

ФИЗИКА
Письменный экзамен

Вариант 1

1. Призманаходится на горизонтальной поверхности ше-

шероховатого стола (рис I). На поверхность призмы, на-

наклоненную пол углом а к горизон-

горизонту, положили брусок массой m и

отпустили. Он стал соскальзывать,
а призма осталась в покое. Коэф-
фицнемг трения скольжения между

бруском н нрнзмоя ji. Найдите

силу трения между призмой и сто-

столом.

2. Ввакуумной теплоизолированный камере находятся
два пузыря одинаковых размгров один hj которых на-

наполнен гелием, а другой водородом, оба до давления р0.

Найдите отношение давления, установившегося в камере

после того, как пузыри лопнули, к начальному давлению

газа в пузырях. Отношение температуры гелия к темпера

Рис. I
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туре водорола составляет TJT2 = 0,6. Молярная теплоем-

теплоемкость гелия прн постоянном объеме равна CVi = {3J2)Rt во-

водорода
— Cv = E/2)/?, где R — газовая постоянная. Объ-

Объем пузыря в 160 раз меньше объема камеры. Изменением

поверхностной энергии пленок прн разрыве пузырей пре-
пренебречь.
3. Какое количество теплоты выделится в схеме (рис. 2)
после размыкания ключа К? Параметры схемы показаны

нарнсуике. +q

3

Рис.2 Рис. 3

4. Мгждудвумя неподвижными штоскопараллельными

незаряженными пластинами 1 н 2 (рнс. Л) закороченны
мн через резистор R помещают аналогичную проводящую

тастнну 3 с положительным зарядам q на расстоянии а

от пластины 2 (а < rf/2. где d —

расстояние между плас-

гннамн / и 2). После установления равновесного состоя-

состояния пластину 3 быстро пе|>емещают в симметричное поло-

женке — на расстоянии а от пластины Л Полагая, что за

время перемещения пластины 3 заряды на пластинах / и

? не успевают измениться определите: 1) величину и на-

направление тока через резистор сразу после перемещения
пластины 3\ 2) количество теплоты выделившееся на ре-
резисторе после перемещения пластины. Площадь каждой
шаггнны S. расстояние мгжду пластинами мало по срав-

сравнению с линейными размерами пластин.

5. Маленькийвоздушный пузырек всплывает но оси при

ноугплыюго сосуда (рис. 4), заполненного прозрачной
жидкостью с показателем преломления и = 1,4. С по-

помощью собирающей линзы с фокусным расстоянием
F ¦ 24 см его изображение наблюдают на экране Э. Ско-

Скорость перемещения изображения пузырька на экране в

момгнт пересечения главной ллтнчггкой оси лни.ш равна
v = 80 см/с. Определите скорость пузырька. Лилейные

размеры: / = 56 см, /, = 10 см.
//////////Ш

А

Рис. 4 Рис.5

Вариант 2
1. Шарыс массами щ тл и in, подвешены к потолку с

помощью двух невесомых пружин и легкой ннтн (рис. 5).
Система покоится. I) Определите натяжение кнтн. 2) Оп-

Определите ускорение (направление и модуль) шара массой

т, сразу после пережигания иитн.

2. Надиаграмме зависимости давления р от объема V для

некоторой массы идеального газа (рис. 6) две изотермы

перосекаютс-я двумя изобарами в точках /, 2, 3 н 4. Най-

Найдите отношение температур в точках 3 и /. если отноше-

отношение объемов в этих точках равно Vy/V} =a. Объемы газа
в точках 2 н 1 равны.

Рис. 6

3. Всхеме (рис. 7) ключи К, н К2 р^зоммгуты, а конден-

конденсаторы не заряжены. Ключ К% :«амыкают, оставляя Кг ра-

разомкнутым. В результате на конденсаторе емкостью С

устанавливается напряжение ?/,= 6 В. 1) Найдите ЭДС
источника тока. 2) Каким станет установившееся напря-
напряжение на конденсаторе емкостью С после замыкания клю-
ключа К2 прн замкнутом К 1

4. Наглавкой оптической оси тонкой собирающей линзы

с фокусным расстоянием F ш 20 см расположено плоское

зеркальце на расстоянии L m 3F от линзы (рнс. 8). Зер-
Зеркальце вращается с угловой скоростью со =0,1 рад/с во-

вокруг оси, нерпгнликулярной плоскости рисунка и прохо-

проходящей через точку А. На расстоянии a = 5F/4 от линзы

расположен точечный источник света 5.

Рис в

\) На каком расстоянии от точки А получится изображе-
изображение источника в системе линза —

зеркальце в результате

однократного прохождения лучей от источника через лин-

линзу? 2) Найдите скорость (модуль н угол между направте-
иием скорости и главной оптической осью) этого изобра-
изображения в момент, когда угол между плоскостью зеркальца

и главной оптической осью равен а ¦ 60е.
5. В модели атома Томсона предполагалось, что положи-

положительный заряд qt равный по модулю заряду электрона,

равномерно распределгн внутри шара радиусом R. Чему

будет равен период колебаний (внутри шара, вдоль его

диаметра) электрона, помещенного ь такой шар? Масса

электрона т.

Вариант 3
1. Горн:Ю1ГталЫ1орасположенный закрытый цилиндричес-
цилиндрический сосуд с гладкими стенками разделен подвижным теп-

теплонепроницаемым поршнем на две части, в которых нахо-

находятся различные идеальные газы с одной и той же темпе-

температурой То = 300 К. Объем, занимаемый одним из газов,
в а - 3 раза больше объема, занимаемого другим газом.

Газ в большем объеме нагревают, и его объем увеличива-
увеличивается на р= 1/20 объема всего сосуда. На сколько увечн-
чилась температура этого газа, если температура в другой
части сосуда поддерживается постоянной и равной 7J>?
2. Лунадвижется вокруг Земли с периодом Т

» 27,3 су-
суток по орбите, которую можно считать круговой. Радиус
Земли R - 6400 км. Ускорение свободного падения иа
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поверхности Земли д
= 9,8 м/с2. Определите по этим дан-

данным расстояние мгжлу Зомлей н Луной.
3. В фокальной плоскости тонкой рассеивающей линзы на

расстоянии А = 2 см от ее главной оптической оси распо-
расположен точечный источник света S (рнс. 9). Угол между

двумя лучами, одни из которых параллелей главной опти-

оптической оси, равен а ¦ 0,08. I) Найдите угол р между
этими лучами после преломления в ликэе 2) Па каких

расстояниях от линзы н от главной оптической оси полу

Рис. Ю

чнтся изображение источника? Фокусное расстояние лин-

линзы F = 20 см. Считать, что углы а к Р малы н h<x.F.

4. Двебатареи с ЭДС ?( и $2 включены в схему, па-

параметры которой указаны на рисунке 10, причем
/?, v R2 is RK = R. В начальный момент времени ключи Кх
и /Cj разомкнуты, конденсаторы не заряжены. Ключи од

повременно замыкают. I) Найдите начальный ток через

резистор Я,. 2) Какое количество теплоты выделится во

всей схеме после замыкания ключей? Внутренними сопро
тивлениямн батарей пренебречь.
5. Нагладкой горизонтальной поверхности расположено
тонкое непроводящее кольцо массой т, вдоль которого

равномерно распределен заряд Q. Кольцо находится во

внешнем однородном магнитном поле с индукцией, рав-
равной ??0 и направленной перпендикулярно плоскости коль-

кольца. Внешнее магнитное поле выключают. 1) По какой

причине (укажите механизм) кольцо начнет вращаться?
2) Найдите угловую скорость вращения кольца после вы-

выключения магнитного поля.

Публикацию подготовили
Н.Агахановш В.Можаев

Московский государственный институт
электроники и математики

(технический университет)
МАТЕМАТИКА

Вариант t

(досрочный экзамен)
1. Решитенеравенство !og5<6-5*41-5)< 2х + 2.

2. Ремонтпути производили две бригады. Каждая из них

отремонтировала по 10 км, причем вторая бригада работа-
работала на один день меньше первой. Сколько километров пути
ремонтировала каждая бригада за один день, если вместе

они ремонтировали в день 4,5 км?

3. Решитеуравнение СО**о~^п2* = »

4. Высотаправильной четырехугольной пирамиды равна
А, плоский угол при вершине равен а. Найдите объем пи-

пирамиды.

5. Можетли функция у = 2cosr-cos2* принимать:
а) значение —3, б) значение 3? Определите ъсе значения,

которые может принимать эта функиня

Вариант 2

(основной экзамен) ,
1. Решите неравенство !og,f ~^у
2. Решите уравнение 2--

Зд-2 Зх-а
х + а

"

3. Решитеуравнение 3cosjc-slnx = V3cos2jr + 2sln2jr .

4. Вправильной треугольной пирамиде проведено сечение

через вершину пирамиды н среднюю линию основания.

Найдите площадь сечения, если ребро основания пирами-

пирамиды равно а и боковая грань наклонена к плоскости осно-

основания под углом а.

5. Тринатуральных числа составляют геометрическую

прогрессию с суммой 129. Если, не меняя первое число,

увеличить знаменатель прогрессии на 2, то се сумма уве*
лнчится меиге чем в 2 раза. Если же знаменатель увели-

увеличить на 5. сумма возрастет более чем втрое. Найдите эти

числа.

ФИЗИКА

Задачи устного экзамена

1. Тело,брошенное с вышки высотой h = Юм, упало на

эемлк> со скоростью, равной v ¦ 15 м/с и направленной
под прямым утлом к начальной скорости. Определите
вромя падения. Сопротивление воздуха не учитывать.
2. Невесомыйблок (рис. I) подвешен при помощи невесо-

невесомой ннтн и двух пружин жесткостью к и к^ На какое

расстояние опустится блок, если к его оси приложить

силу F7

-Y/7

Z

4

t i

3

.г

Рнс. 1 Рис. 2
Г, 27;

3. Телобросидн со скоростью с*, * I м/с с высоты А=5 м,
и оно попало в ящик с легком, который двигался по глад-

гладкой горизонтальной поверхности со скоростью и т 5 м/с.

Определите, под каким углом к горизонту упало тело,
если после удара скорость ящика не изменилась. Сопро-
Сопротивление воздуха не учитывать.

4. Надодним молем идеального газа совершают цикл, по-

показанный на рисунке 2. Определите КПД никла, если ра-

работа газа на участке 2-3 равна Ла с 2 кДж, а на участке
1—4 работа равна Лн =¦ 1,5 кДж. Температура Т{ * 300 К,
газовая постоянная /? = 8.31 ДжДмапь К).
5. Вдиух сосудах объемами V, ¦ 1 л н V2 ¦ 2 л содержит-
содержится олин н тот же газ с одной н той же концентрацией мо-

молекул. В первом сосуде температура Tt
= 300 К, во вто-

втором
- Т2 * 350 К. Определите» какая установится темпе-

температура, если сосуды привести в тепловой контакт. Тепло-

Теплообмена с окружающей средой нет.

6. Нарасстоянии г( от центра уединенного заземленного

металлического шара радиусом R находится заряд q Оп-

Определите, какой заряд протечет по заземляющему провод-

проводнику, если заряд переместить на расстояние гл от центра

шара.
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7. Источниктока с внутренним сопротивление ^" .5Ом

замкнут на резистор, сопротивление которого равно внут-

внутреннему сопротивлению источника. Когда в цепь последо-

последовательно подключили второй источник тока с ЭДС, рав-
равной ЭДС первого, то сила тока в кепи не изменилась.

Определите внутреннее сопротивление второго источника

тока.

8. Катушкаиндуктивности площадью 5=4 см*, содержа-
содержащая N « 500 витков толстого провода, подключена к кон-

конденсатору емкостью С в 20 »Ф и помещена в однородное
магнитное поле, индукция которою равна В т 2 мТл н па

раллсльна оси катушки. Определите максимальный ток

в катушке» если конденсатор зарядился до напряжения
U т 100 В, когда магнитное поле выключили.

9. Изшара радиусом /? =» 4 см, изготовленного нз стекла

с показателем преломления п - 1,4, вырезан сегмент, на

плоскую границу которого нормально падает из воздуха

параллельный пучок света. Определите диаметр основа-

основания сегмента, если полного внутреннего отражения света

не наблюдается.

10. Катодвакуумного фотоэлемента освещается лучом ла-

лазера, работающего на длннс волны X
- 630 им и дающего

мощность излучения Р
= Л мВт. Определите величину

силы тока насыщения фотоэлемента Заряд электрона
е т 1,6-10~19 Кл, скорость света с ¦ 3-10* м/с. постоянная

Планка k - 6.62- IO 4Дж-с.

Публикацию подготовили

Ю.Сезонов, В.Тоняа

Московский педагогический
государственный университет
МАТЕМАТИКА

Письменный экзамен

Вариант 1
(математический факультет)
1. Двамотоциклиста отправляются одновременно наветре

чу ДРУ1 Другу нз пунктов А и В, расстояние между кото-

которыми равно 600 км. В то время, за которое первый прохо-
проходит 250 кмг второй проходит 200 км. Найдите скорости
мотоциклистов, считая их движение равномерным, если

первый мотоциклист проходит путь до пункта В на 3 часа

быстрее, чем второй до пуинта А.

2. Вкубе ABCDAtBfaDi через вершины А, Д и середи-

середину ребра ВВ% проведена плоскость. Найдите отношение

объемов фигур, на которые эта плоскость делит куб.
3. Разностьдвух чисел равна 8. Какоиы должны бьпь эти

числа, чтобы произведение куба уменьшаемого на вычита-

вычитаемое было наименьшим?

4. Решитеуравнение Vt-sir?~x + ¦—— = 0.

5. Решитеуравнение
~ 1о& (х

- 4) + ~ logj Bj-1) = 1о& 3.

Вариант 2
(математический факультет)
1. Ноокружности длиной 60 м равномерно в одном на

правлении движутся две точки. Одна кз них делает пол-

полный оборот на 5 с быстрее другой. При этом совпадения

точек происходят через каждую минуту. Определите ско-

скорости точек.

2. Основаниемпирамиды SABCD является квадрат со

стороной 1. Боковое ребро SA перпендикулярно плоскос-

плоскости основания н равно стороне основания. Через ребро AD

проведена плоскость, перпендикулярная пряной SB. Haft-

дите объем части пирамиды, заключенной между этой

плоскостью и основанием

3. Разностьдвух положительных чисел равна 13,75. Ка-

Каковы должны быть эти числа, чтобы разность между уд-

удвоенным квадратом большего числа н кубом меньшего

числа была наибольшей?

4. Решитеуравнение Vl + sin2x +cos2x>0.

5- Решите уравнение lgC*-7) + lg2= lg{x + 3) + lg(x-3).

Вариант 3
(физический факультет)
1. Восновании пирамиды лежит квадрат. Две. боковые

грани перпендикулярны плоскости основания, а две дру-

другие наклонены к ней под углом а. Среднее по величине

боковое ребро равно /. Найдите объем н полную поверх-
поверхность пирамиды

2. Упроститевыражение

Bх+ 1M - (Zr-1) 

3. Решите неравенство

Bх- l)(Zr

—-—-~-<0

4. Решитеуравнение 1о&5E1о&B- 1о&5 х)) ¦ -^.
5. Решитеуравнение cos2 х + isin2 х в 2sin 2x

Задачи устного экзамена

(математический факультет)

1. Вычислитеslnl iarccosf-A J]
2. Вычислите1о&16, если log 2 27

= а.

3. Решитенеравенство -Jx + 4 > х — 2.

4. Решитеигравенство 1о?д1_3 < —3.

4Ы-2
5. Решитенеравенство log2 -±4=— < I.

6. Решитеуравнение т/4х -1 - -Jx - 2 ¦ 3.

7. Решитеуравнение |l + 3*j-|.r-l| = 2-.r.
в. Составьте уравнение окружности, описанной около

треугольника, образованного прямой Зх-у + 6«0 и ося-

осями координат
9. Найдитевсе точки плоскости, координаты которых

удовлетворяет условию |х + $ - у.
10. Найдитеобласть определения функции

(
11. 11акривой у—х*-х2-х+1 найдите точки, в кото-

которых касательная к кривой параллельна прямой у = 2х-\.

12. Прикаких значениях т график функции
у = (f7i + 5)х2 + х + т - 3 пересекает ось абсцисс по разные

стороны от оси ординат?

13. Постройтеграфик функции у = /(ж), если

f(x) =32.' При Х*® И ^Х^ ~ чет1|ая

15. Постройте график функции у = \-4х*
Публикацию подютовили
В Костщын Б.Кукушкин
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КАЛЕЙДОСКОП «КВАНТА*

Вопросы и задачи

1- Выбор ответа определяется удобством испольэоиания той нли

иной системы отсчета. 2. Определенный ответ дать нельзя, если

не указать систему отсчета. 3 it) Окружность; б) винтовая лн-

ння 4. Если дождь падает отвесно относительно земли, то по-

поезд движется вправо Если струи дождя наклонны к аемле, тре-

требуется расчет относительной скорости капли и югона Может

бить случай, когда вагой покоится. 5. Знак ускорения зависит

от выбора направления оси координат н все время движения

одинаков. 6. Да, если хотя бы один из источников дыма лвн-

жется (рис. 1) 7. Это возможно при сверхзвуковых гкорсч-тях

движения самодета, если снаряд и самолет движутся в одну

сторону <тогда их относительная скорость может быть близка к

нулю), в. Двигаться вниз со скоростью I.S м/с. 9. и„, = v^.

А'

-и

В

у t

г

Ю-Да, могут<рис 2) Скорости vA н^ьт заданы в неподвиж-

неподвижной системе координат ЛГУ, скорости о*А uv'& — в движущейся
со скоростью и системе А"У. Tax как векторы v*A и vB не

пл|1йллельны, прямые, по которым точки А и В движутся и

системе X'У, будут пересекаться
11. Вдвижущейся воде все обстоит так же, как и в неподвиж-

неподвижной, т.е от гребца потребуются одинаковые усилия.
12. Подъемнаясила самолета тем больше, чем больше его ско-

скорость относительно воздуха. При взлете и посадке против ветра

необходимая скорость относительно волцуха Достhi дегтя при

меньшей скорости относительно земли, что выгоднее и безопас-

безопаснее.

13. Ветеру»?личнааст скорость самолета относительно земли

на неркой полоиине маршрута, т.е. помогает полету меньшую

часть времени На второй половине ветер уменьшает скорость

относительно земли, т.е. мешает большую часть времени. Сле-
Следовательно, рекорд ухудшится.
14. Длянаблюдателя А осе окружающее пространство вращает-

вращается вокруг оси О <• такой же, кзк платформа, угловой ско-

скоростью, но в противоположном направлении. Поскольку на-

блюдлтеаь В находится от оси О вдпое дальше, его линейная

скорость относительно наблюдателя А будет вдвое больше, т.е.

2 м/с.

15. Кинетическаяэнергия тела зависит от выбора системы от-

отпета. Например, если мальчик выстрелит против хол* поезда,

го относительно земли кинетических энергия пули будет раина
нулю.

16. Солнцесообщает одно н то же ускорение и грузу, н Земле.

Поскольку отсутствует относительное ускорение тел. отвес не

будет отклоняться от местной вертикали.

17. Движущиесяполосы — не материальные тела, поэтому тео-

теория относительности никаких ограничений на их скорость не

накладывает,

18. Скоростьнаблюдаемою спета ftcci да раина 300000 км/с.
Правда изменятся цвет приходящего от квазара света.

Микроопыт
Относительная скорость движения поездов больше скорости ва-

вашего поезда относительно земли.

Замечательный четырехвершинник

I. Рассмотрим четырехвершинник АВСР с диагоналями АС и

6D Из равенства (I) статьи следует

\АВ7 + (AC- АОI - ВС1 - AD*\
—!—hJ, 1

2. СчитаяВС и АО диагоналями чстырсхвсршннннка ABCD и

пользуясь равенством (I), получим

ALJ AD

3. Изравенства A) с учетом теоремы Птолемея получим

( )
4. Рассмотрим чегырсхьершннник^ЛСО(рнс.З). По свойству

биссектрисы АО* ка, DC mkb. Из неравенства F) статьи следу-
следует {fci + kb) BD Sakb+b ka, откуда ВП$2аЬ/{а+Ь).

В

Рис.3
D

5- Рассмотрим чегырехиершннкнк АВСГ> и воспользуемся тео-

теоремой <1) и неравенством F):

1t( 2{ac+bd)

Период гармонических колебаний

U

Неравенство обращается в равенство

1. а) 2. б) ^ +лп. 5. с)

часть равна [1--^ н принимает на-

5. х»-^ при 6 =
о̂

именьЕиее значение при

2. а = Ц&. а) Если решение едннственно. то дг^у и неравенство
х* - х + 7л 5 0 имеет единственное решение. 6) а ¦= —\/2.

; при

Московский физико-технический институт
МАТЕМАТИКА

Вариант J

3. CD : у
- 16. S -18-Л Решение. По условию точки С и D

симметричны относительно оси Оу поэтому они имеют коорди-

координаты С(хр, у9), О(-хв. у0). Тогда точка Е пересечения медиан

треугольника нмечгг коордниоты ?(-хв/3.у0), так как CD -

2DF. Точки С и ? лежпт из графике, поэтому

откуда х0 в±3. у0 = 16.



Далее, по свойству медианы прямоугольное треугольника

CD • AD, но AD ¦ АС значит, искомая площадь вдвое больше

плошали равностороннего треугольника ADC со стороной

4. 1:1:1; Л - 12/5; 8. 8, 32. Решение. Пусть 5, и St — площади

еченин, V, VJt Vz н Vs — соответственно объемы пирамиды и

частей, на которые пирамида разбивается плоскостями сечении

Пирамида и ее сечення симметричны относительно плоскости

ASC (риг.4), поэтому сечения
— дельтоидAXZ.M {АК = AM.

S

ОТВЕТЫ. УКАЗАНИЯ. РЕШЕНИЯ

Вариант2

б!

Рис*

LK - LM), где ALLKM , и треугольник BED, в котором

OEXBDiO —

иентр основания инрамнлы). Таким образом.

5( - ifCM-il/.. S, - ^BDOf, и значит. KM ±BD. так

как AL ш 2ОЕ. Отсюда следует, что 51» /-?. откуда 51 - 1Я -

ЕС, так как 1-Е - ЕС. Это означает, что равны расстояния от

точки 5 до плоскости а,, между плоскостями а, и а, сечений,
от точки Сдо плоскости а ¦ обозначим это расстояние через Л.

Отсюда следует, что V,
» Vs, так как 5, = 5,. Но V, * ~ V,

так как площадь треугольника BCD вдвое меньше площади

надрата ABCD. а отношение высот ЕТ и SO пирамид EBCD

к SABCD равно I : 3. Поэтому V, = V3 = 8. Vt
=

V V,
- Vj - 32. Найдем ОЕ. Имеем: ОГ: ОС - S? : SC -

-=2:3. поэтому ОГ ¦ 2. ?Г = |$О -= |^ О? = 4?. Отсюда

S, • 10 и иэ равенства 1/л
» 4л5 находим А.

5. -7/l0<p?0. 4fi?p<7/5. 3/2Z р < 2. Ргшение Пусть
у, 5 у,

—

корни квадратного уравнения у1 — 2Ву + С 0, где
В * 2р(/> — I). С * -р*Bр —3) . Для того чтобы данное бик-

биквадратное уравнение имело решения, необходимо, чтобы дис-

дискриминант О-4(Яа — С) был неотрицателен Поскольку
0/4 ¦ Р* Bр I КЗр 4J 0. то уравнение имеет корни прн

р?^2. р2 4/3 Рассмотрим четыре случая. В первых трех
D>0.

^, т.е. уравнение I л-тр! "

Vi ис

нкеет корней, а уравнение 1*~'тР] ¦ Уз имеет два различных

корня, сумма S которых, согласно теореме Виста, равна ~р

Из неравенства S <Т, где Т =-5р7 + I \р +7. следует -7/Ю <

< р< 2 и, с учетом условия С < 0, получаем -7/Ю <
р
< 0,

#2 <р<2.
b) С» 0 , тогда р

«• 0 или р
• 3^2. Прн р

» 0 уравнение имеет

один корень х 0 к неравенство 0
* S < Т ж 7 выполнено, а

ррн р
= 3/2 —

три корня с суммой 5
= 81/8, меньшей Г= 49/4.

c) С> 0. тогда числа ул и уг одного знака, причем оба пол-

положительны, если В > 0. Прн этом уравнение имеет четыре кор-

корня с- суммой S
- 9р, а из неравенства S < Т следует, что — 1 <

< р<7/5. н, с учетом условий С > 0 , В > 0, получаем
4fi<p<7/5.
d) /J« 0. тогда у,

в
у,

¦ -1/2 прн рт \/2 » уравнение корней
не имеет, а при р

- 4/3 инеем у,
¦
Л

" 6/9, тогда 5 ¦ 6 < 7".

а) С< 0, тогда у, < 0 <

2. 2#9<x<2S/4. S/6
¦

3.96/25. Решение. Выберем на сторонеАС точку Р так, что

DP\\AB (рис.5), тогда СР - V4- D/> ж #*- ПустьЛК = СК =

Я

Рис. 5

- х. тогда ня подобия треугольников ОЛК и ЕАК имеем

PK:AK~DP: АЕ. т.е. Сх - 5^4) : х - Щ : 2. откудах- 2.

lOTubAC-4.S-±AB ВС -

y^C'sinacosa
- 9^25.

4. I N:Z.B, = t : 2, a * -V3. Ь • \fi. Решение. Прямая пересе-

пересекает параболу ровно и одной точке, если она параллельна ее

осм либо касается параболы. Оси парабол параллельны оси Оу

(риг.6), полому либо BtB2\ Оу либо ВХВ2
— общая касатель-

касательная к параболам, что невозможно, так как единственная общая
касательная данных парабол проходит че|«а точку N. Итак,

B,fiJ|Oy. тогда NB,||Ox, поэтому есчнМ
—

точкапересеченяя

NBi с П|. то MN =26. н нз симметрии парабол следует NBt ¦

- 2b.откуда B^dbwb) . B,C4»;9tf&1) -

координаты точек В2 и

Вх. Тогда касательная B^L имеет уравнение у
к Sabx — 9ab2 н

пересекает прямую NBt с уравнением у
=» ob>* в точке

//|бсаЬЧ. Отсюда получаем, что S'L = \b . R^L =» 4fc- Tc-

С,

NL :

В

Рис. 7

«1:2. Далее, нз равенства ~
ш

0,В, * бЭДЬ1 следует, что \а\ * уB4^). Поэтому

BtL* = J?,BJ + Щ * 64д26* + Щь2 « ir^+ 1662]. Наимень-

Наименьшее значение лтэй функции достигается при Ь* т уА, т.е.

6- V2 н тогда д- -V3.
Замечание. Искомые значения параметров а н Ь можно было

найти иначе. Из того, что BtL ш -^B^N, следует, что S-~L =

2 2
 ^W™ s1» пОэтомУ ^«^ ~ диагональ прямоугольника

LBjBtK с площадью
^

н она имеет наименьшую длину, если

прямоугольник
—

квадрат, т.е. LB,

5. ^1^-я. Решение. Пусть О -

иентр окружности основания

конуса. Р
— центр основания призмы (рис.7). Из того, что тре-

треугольник BCtD равнобедренный, следует, что ОеСшР. Радиус
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г * ОР «писанной окружности находим по формуле 5
=

гр .

где S — площадь,/? — полулериметр треугольника BCtD. Име-

Имеем: рк 8^2 и5а 24. следовательно, гк Г^л/5. Далее, плос-

плоскость {ACtC) перпендикулярна плоскости (BCtD) основания

конуса, поэтому она содержит верпжну К конуса. Итак.

Ke(ACtC)(XAHCt)t т.е. К€ ACt. Высота КО конуса находит-
находится на треугольника КОС, : /КСХО ш

а
» fl-тг. Где tgfl *

- ЛС/С.С- <^/7 . tg7 - PC/QC - 3/V7. откуда tga
-

- 3^7/25и КО = $Zj-(CxP-r) - -^г-Л*. Объем конуса нахо-

находим по формуле V * -^КО- wJ.

Вариант 3
1. 105. 2. -r<-1. log,2<х?log,№ I. 3 3. Ргшгние. ПустьК
- точкакасания (рнс.8), ZNMC ¦ a. тогда по условию

ZM.VC - 2а.

с. 9

- к - о.

\

к - 2а Но МО и

NO — биссектрисы этих углов, поэтому ZOMK ШЦ ~ %•
?ONK = ^ - а. и значит. О*: = OMsinf-|-|j * VlOco

и ОА: « ONsinf^-ftl - ^cosa. Иа ур,чвнення VlOcos^
^Сгсов1? - ll находим coss?- - ' -24! откуда

-i . тлх как -^ - острый угол. Отсюда г = ОК - 3.

4. См. рнс.9; Ю--г - Решение. При 0 <
у

-

х < I первое нс-

рапенство принимает вид 2у 2ху2 {у х) .а при 1 < у х

вндО<2у - 2лф?(р-хI. Таким образом, первое неравенство

задает на плоскости множества

М,:

Второе неравенство задает угол у ? 4
— W- Фигура Ф изобра-

изображена иа рисунке 9. Для нахождения площади фигуры Ф оста-

Рис. 10

лось заметить, что она равна сумме площадей треугольника
АВО и тралении BCDE без площади круга, так как треуголь-

треугольники ?FO и ОЕК равны.

5. 2^8 Решение. Пусть М, н М, - многогранники, иа кото-

которые рассекает призму плоскость сечения a. и около М, можно

описать сферу, а около М2 — нельзя, 5, и S7 — плошадн нх

поверхностей. Каждая грань ипкеэнного • гферу многогранни-
многогранника — вписанный в окружность многоугольник, так как сечение

сферы плоскостью грани
—

окружность, содержащая все вер-
вершины этой грани. С другой стороны, около прямоугольной
трапеции нельзя описать окружность Поэтому плоскость а пе-

пересекает грань ААгС,С призмы либо по отрезку KN. N«CC^
(рис.10), либо по отрезку JW,, N, с ААХ и, соотмтст»енно.

треугольник KCN. либо треугольник КАЫ, —

грань много-

многогранника М, <эта грань не может являться прямоугольником,
так как в протнииом случат аХ(ИЯС))
Если плоскость а не пересекает ребро BBt, то многогранник

М, —

треугольная пирамида, например, NKClnr но тогда

5, < S2. Таким образом, а пересекает ребро ВВ, н М, имеет

Aita параллельны ребра, одно из которых лежит на прямой
BJB,. другое — на одной нз прямых ААУ либо CCt. Соотвст*

стиенмо, гранью М, будет олик из прямоугольником ANXMB
лнбоСЛ/МВ. Отсюда следует, что а пересекает грань ABC по

отрезку К1щ, КЦ\1а&. либо по отрезку KL. KL | ВС. В пер-
первом случае

где 50 площадь основания, Sr — площадь боковой грани

призмы Таким образом, а пересекает призму ло трапеции

KLMN (KL | МЫ). Пусть 7, 7, - середины ребер ВС н BtC}.
Ли Е — точки пересечения плоскостью а отрезков ИГ нЛДО

По условию \$?ERT
* 7/6, поэтому ТЕ

ш 7^5/»6, значит,

с 7уЗ с _ с 2ly3 c lSi/3
IO 1лх> On

и равенство 5, = 5, можно переписать в виде

Отсюда

ФИЗИКА

Вариант I

1. На призму со стороны бруска действуют дм силы (рнс.П):
сила нормального давления, равная N

= mgcosa, и сила тре-

трепня скольжения между бруском и призмой, равная
F^ = nmffcosa. Со стороны стола на призму действует неизвес-

неизвестная сила тргння покоя (F), направление которой выбрано
произвольно. Поскольку призма остается в покос, алгебраичес-
алгебраическая сумма проекций всех действующих на нее сил на горизон-

горизонтальное направление равна нулю:

-

mycosasiDO *0.

N

Отсюда

N

Рис 11
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2. Число молей гелия в первом пузыре равно v, = /
где Vt — объем пузыря. Во втором пузыре число нолей водоро-
водорода равно соответственно v, « p^r9j{RTt). После того ках пуэы-

рн лопнут и в камере установится равновесное состояние, смесь

гелия н водорода будет иметь некоторую температуру Т и дав-

давление р. Температуру смеси можно найти по закону сохранения

энергии:

откуда

11овое установившееся давление смеси будет складываться *¦$

давлений гелия и водорода

где V — объем камеры. После подстановки выражений для v ,

Vj н Г получим

c^ + Cyjjr,
32

Отсюда

Ро 15 V 75
*

3. До размыкания ключа К установившийся ток через резисто-

резисторы равен / = ?/(*, + Я,), а напряжение на конденсаторе равно

U м №з/(Я| -*- «3). После размыкания ключа конденсатор на-
начнет разряжаться через резистор Rj. и вся энергия электричес-

электрического поля, запасенная в нем, выделится в виде тепла:

Q =±CUCP52 2 (ft+ /?,)'
4. Обозначим величину напряженности электрического поля.

создаваемого пластиной 3, через ?0. а величину напряженное
тн поля наведенных на пластинах / к 2 зарядов — через ?| .

Запишем условие эквипотенциальное™ пластин f и 2 до пере-
перемещения пластины 3:

откуда

После перемещения пластины 3 между пластинами f и 2 возни-

возникает разность потенциалов

(здесь была использована связь между Я, и Е9 ). Эта разность
потенциалов приведет к появлению тока через резистор R:

Л ee5R

Ток йулст направлен от пластины / к пластине i*.

После перемещения пластины 3 будет происходить перезарядка
пластин 1 м2 до тех пор. пока они гкова не станут эквипотен-

эквипотенциальными Все это время в резисторе будет выделяться тепло.

Поскольку начальная (до перемещения) к конечная энергии

Электрического поля системы равны, суммарное количество теп-

теплоты, выделившееся на резисторе, будет рлкно работе, совер-
совершенной при перемещенни пластины 3

5. Распространение света от пузырька, прошедшего слой жил*

кости толщиной 1/2 и преломленного на плоской границе разде-
раздела жидкость — воздух, эквивалентно прямолинейному распрос-

распространению света от мнимого изображения пузырька, находяще-

гося от границы раздела двух сред на р&сетоянни А = //Bп)
Здесь и далее речь идет о световых лучах, распространяющих-
распространяющихся под малыми углами к главной оптической осп линзы (усло-
(условие паракснальностн лучей). Это изображение находится на

расстоянии /. + '/Bя) от лннзы. а его изображение в лииэе по-

получается на экране. Воспольэом»шнсь формулой для тонкой

линзы, найдем расстояние х от линзы до экрана:

1

откуда

Увеличение лниэы равно

L+t/[2n) L+l/[2n)-F
'

Скорость пузырька раяна скорости его мнимого изображения н

в искомый момент составляет

- = 20 см/с.

Вариант2
I. I) Т=(mij + ms)g; 2) ускорение равно a = g{nh + *b)/«i и

направлено вертикально вверх.

2.

4. 1>/=>2^-40см;2) p-4o/-'-=8 cw/cr P -30".

3. 1) p»2a »O,16; 2) изображение получается на расстоянии

FJ2 ш 10 см от линзы н на Н - л/2
- I см от главной оптнчес

кой оси. 4. 1) /0=> (f, + f2)/CR); 2) О « C,#J/2 + CV1/2.
5. I) Появляется вкхревое электрическое поле, котороедейству-
действует на заряды кольца; 2) u> = QBofBm)

Московский государственный институт

электроники и математики

(техническийуниверситет)
МАТЕМАТИКА

Вариант I

I. {-logs6; l)U{G+~). 2. 2 км в день и 2.5 км вдень.

0.087.

05 A. 9.di2R/nmS7 см.
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Вариант 1

1 50 км ч и 40 км/ч 2. 7:17 Указание. Одна из фигур — усе-
усеченная пиранида (рнс 12).
3. 6 и —2. 4. ^-4-кА keZ Указание. Рассмотрите два слу-
случая: cos* 0 и cosx<0 (Случай cosx-0 невозможен 5 5

КВАНТ • I 9 9 6 V I

3. [-4:5). Указание. Рассмотрите случаи я 2<0их 220

4 2; ^S\ v^5 21 Указание Приведите неравенство к

виду log,j_, у2 > I и рассмотрите случаи 0 < х1 - 3 < I н

5. {-г, - O5)U(a5; 2). 6. 2G + Щ/З. 7. - 4; 2/5.

8. (х+ |) +(у-3)" = 10. Указание. Центр окружности находит-

находится в середине гипотенузы.
9. См.рис. 14 Указание. Рассмотрите случаих + уi(Vx+y<0
10. М

\ f

\ 1

^^"'—

V

в,

Рис 12
D

Вариантг

I. 4 м/с и 3 м/с Указание. Второе условие означает, что пер-
первая точка за 1 минуту проходит путь на 60 н больший, чем вто-

вторая t\-60 = uj 60+60.

2.5/24. Указание. Другая часть -

пирамида с прямоугольной
тралеинсн воснованнн н высотой, равной flfi (рис. 13).

11. (-1,^3)и C;-2). Укшлниг. Две прямые параллельны,
ес^и мх угловые коэффициенты равны.

12. тс(-5;3).У^дзд^й*^. Если коэффициент m + 5 при х1 по-

положителен, то должно йыть ^@) = ш-3<0 а если m + 5 < О,
то m — 3 > 0 и этого достаточно.

г
3 у-лг

m
\

Рис. 15

13- 15-Си. рис 15, д. б, в.

1,3
2

'
2

Рнс. 13

3. 18,75и5 4. ¦? + **; -% + кп. k.neZ. Указание. После

возведения в квадрат уравнения VI + sin2x = -cosix следует

учесть, что со$2ж 50. 5.5.

Вариант 3

2. 2х{2х+ \). Замечание Выражение имеет смысл при х> 1/2

3. C;4).4. 2/5. 5. arctg-i +ял, л<=2 . Уколамиг. Приведите

ураиненне к виду (cosjc-2sinx) »0.

Задачи устпного'экэамсно

1. -Jofi 2 4C- fl)/C+ ff) Улолангл». Перейдите к логарнф&пм
nOOCHOTUIMHK>2

Рнс 4
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ШАХМАТНАЯ СТРАНИЧКА

Восьмой чемпионат мира
среди роботов
Если в первенств? мира среди людей в

последние годы происходит какая-то не-

неразбериха, то компьютерные чемпионаты

уже более двадцати лет проводятся с

королевской точностью — раз в три года.

В 1905-м в Гонконге состоялся очеред-
очередной, восьмой чемпионат мирасреди робо-

роботов, в котором участвовали 24 машины —

супер-ЭВМ и мнкро*ЭВМ Впервые в

истории чемпионом среди больших н ма-

малых машин стала немецкая программа

«Фритц», разработанная для PC с мик-

микропроцессором «Пентиум* 90 МГц. При
этом победила та самая версия програм-

программы, «Фритц-З», дискета с которой сво-

свободно продается в магазинах. Такой итог

чемпионата является настоящей сенса-

сенсацией. Теперь любители шахмат могут на-

накопить денежки, купить дискету, вста-

вставить ее в свой домашний компьютер и с

утра до вечера сражаться с самим чемпн-

пневом мира. Никогда преждеони и мечтать

о гаком «смогли

Фаворитом восьмого первенства счита-
считаласьамериканская программа «Лип Блу»
- улучшенный вариант ее знаменитой

предшественницы «Дип Сот», которая
вескольколет назад расправилась со мно-

многими гроссмейстерами и стала настоящей
грозой для шахматистов. В 1989 году в

Эдмонтоне 4Дип Сот» ЛО1 коодолела всех

своих конкуренток, однако в следующем

первенстве мира не участвовала, взяла

тайм-аут. Разработчики программы ре-
решили пропустить «цикл», чтобы модерни-

модернизировать свое детище и сделать его вовсе

непобедимым. Однако в Гонконге «Днп

Блу» несколько разочаровала, она разде-

разделила лишь «бронзу». Между прочим,

компьютер, для которого написана эта

программа, представляет собой гиганте

кую электронную конструкцию, не пред-

предназначенную для перевозок, машина до

1жид находиться в специальном помеще-

помещении с определенными климатическими

условиями. В данном состязании элек-

электронных гроссмейстеров связь с амери-
американской чемпионкой велась при помощи

международной компьютерной сетн

Вместе с этими и другими электронны-
электронными монстрами, находящимися, как и «Днп

блу», далеко-далеко оттурнирного поме-

помещения, в Гонконге сражалось и много

известных программ для PC —

кроме

«Фритца» еще и «Гсннус», «Шах». По
неизвестной причине не приехала натур"

нлрпрограмма <Xнаркг », последний чем-
чемпион икра среди микрокомпьютеров. А

многократный чемпион среди этого клас-

класса машин немецкий робот «Мефнсто»
вообще, кажется, сошел с дистанции

поскольку автор программы англичанин

РичардЛтаг переключился на программу

«Гениус», которая теперь представляет
Англию.

Первенство мира в Гонконге как и

цочти все предыдущие, проходило но

швейцарской системе в пятьтуров. Буду-
Будущий победитель начал турнир с пораже-

поражения, однако затем выиграл три партии

подряд и в последнем туре ему предсто-
предстояла решающая встреча с «Дин Блу»,

потерявшей всего пол-очка. Никто не

сомневался в успехе американского робо-
робота, но «маленький* PC черными уверенно

переиграл своего оппонента-гнгаита

13 результате «Фрнтц» и присоединив-

присоединившаяся к нему английская программа «Стар
Сокрагес» набрали по 4 очка из пяти н

разделили 1 - 2-е места. Для определения
чемпиона между ними была назначена

дополнительная встреча. Дебютная схват

кав ней закончилась в пользу «Фриша».
Волнениеего автораФранца Мордабыло

столь велико, что он даже покинул тур-

турнирное помещение, не дождавшись завер-

п!енкя партии.

Известная своими успехами и борьбе с

человеком программа «Геннус» немного
подкачала и, хотя и не проиграла ни одной

партии, с 3 очками из пяти разделила 6—
10-е места.

Конечно, у «Ггниуса», который сыг-

сыграл недавно два матча в быстрые шахма-

шахматы с самим Гарри Каспаровым — один

выиграл 1.5:0,5. а другой с тем же сче-

счетом проиграл были все основания для

расстройства. Однако стоит напомнить,

что к «Фритцу* есть чем похвастаться в

борьбе с белковым чемпионом мири, пару
лет назад он не только выиграл у Каспа-

роиа партию в блиц, но и поделил с ним

I—2-е места в крупном пХ)<"СмгНСТСР<'"
ком блиц-турнире. Правда, в дополни-

дополнительном матче «Фритц» не сумел пока-

показать все, на что способен, и Каспаров
легко взял реванш. Кто лнаот, можгт

быть, глубокий анализ партий с чемпио-

чемпионом мира и позволил «Фритцу» ьзойти
сейчас на пьедестал..

Но почему все-таки скромный PC су-
сумел расправиться с электронными мон-

монстрами, намного превосходящими его и в

быстродействии, н в объеме памяти? Как

ин странно, именно эти преимущества и

подцели супер-ЭВМ. Полагая, чтодости-
достижения в электронике имеют решающее

значение, разработчики программ пос-

последнее время мало внимания уделяли

модернизации алгоритма игры Авторы
же программдля PC наоборот, понимая

ограниченность техническихсредств, про-

продолжали усиленно работать нал совер-
совершенствованием алгоритма. Вот вам и от*

вет на вопрос.

Надо сказать, что если в первых чемпио-

чемпионатах мира участвовали только супер-
суперЭВМ, то затем в их составе стачо появ-

появляться все больше и больше PC. в восьмом

чемпионате их уже было примерно две

трети. А успех «Фритца» показывает, что

в конце концовсуперкомпьютеры вообще

могут быть вытеснены кэ шахматных со-

соревновании: пусть занимаются космичес-

космическими проблемами или чем-ннбудь в этом

роде...
И в заключение посмотрите партию.

решившую исход чемпионата.

«Стар Сократе» — «Фрнтц»
Испанская партия

I с4е52 КГЗКсбЗ СЬ5КГ64 0-0 Сс5
5. К:с5 К:е5 6. d4 аб 7. Са4 К с4 8. Фг2
Се7 9. Ф с4 K#6 10. f4 0-0 И. СЬЗ, В
дайной позиции раньше встречалось И. ГЗ

dS 12. <МЗ Kh4 13. g3 c5 с острой игрой.

Отступление слоном на ЬЗ с целью поме-

помешать черной пешке «d» двинуться на два

поля вперед тоже упоминается в дебют-

дебютных Э1ГЦИКЛОПСДНЯХ, нона практикедосих

порнеиспытывалось. Компьютерная парг-
ия показывает, что эта рекомендация не

слишком удачна. 11.. Cf6 12. КсЗ сб 13.

Ф<13. Позволяет черным перехватить ини-

инициативу . равенствосохранялось в случае
13. dS Лев 14. Od3 <Ш 13...d5 14. СеЗ Ьб

15. f5 Ke7 16. ЛгЗ. Вес готово для контра-
контратаки центра путем с6-с5, и помешать этому
невозможно. В случае немедленного 16.

&L Ле8 17. g5 K:f5 18. Л:15 C:f5 19. Ф:Г5

Л :сЗ 20. gt Ф.16 21. Ф:Г6 gf черные тоже
получали весьма активную игру. Белые

пытаются усилить позицию, ею ладья на C

попадает под коварный удар... 16... с51
17. dc d4 18. Лdl. Возможно, белые

рассчитывали иа эту связку, чтобы после

18...be одну за другой отвести обе свои

фигуры. Однако промежуточный ходсло-
слоном резко меняет обстановку иа лоске.

18... СЬ71 Освобождение от связки ведет
к выигрышу качества или фигуры. 19.

C:d4 C:f3 20. gf С d4+ 21. <X>:d4 Ф-<М+

22. ЛМ be 23. Лг4 Лас8 24. Сс4 Лсб. У

белых пешка за качество, маловато... 25.

Ке4 ЛЬ8 26. Kpf2 Kd5 27. JIg4 Kpf8 28.
ЛЬ4 КГ6 29. КрсЗ h6 30. ЬЗ Ла131 вЗ Ла1

32. а4 Л<1133. Cd3 Kpe7 34. Кр*2 Igl 35.

ЛЬЗ KdS Ьелые пытаются построить не-

неприступную крепость, но стройматериа-
стройматериалов явно недостаточно... «Стар Сокра-
тес» сопротивлялся 40 ходов, но не сумел
доказать что ои Сократ... На 75-м ходу
белыесдались, и «Фрити» былпровозгла-
провозглашен новым чемпионом мнра
Е.Гик
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